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Yorre d e 

zur dritton A u f 1 a g c. 


Als ich in dcr Vorrede zur zwciten Auflagc erkliirtc, dais ich dcr 
sogcnanntcn algebraischcn Analysis koine eigontliche wisscuschaftliclic 
Bcrochtigung, sondcru nur das lnteressc zugostehcn kftnno, welches 
(lie genaucre Bcarbcitung jedes bestimmt abgogrcnzton Wisscnsgebictcs 
fiir sich hat, glaubte ich nieht an die Mbglichkcit einor fomoron Auf- 
lage dcs vorliogcnden Werkes. Wenn gloicliwohl cine drittc Anflage 
nothwondig goworden ist, so scheint, diofs zu bewoiscn, dafs jenos 
lnteressc sich iiber einen grofseron Kreis von Lcscm erstreckt, und 
es hat mick diese Thatsaclie ermuthigt, nocli oinmal Hand ans Work 
zu logon. 

Dio Anordnung des Stoflbs und der allgemcine Gcdankongang sind 
ungcstbrt goblioben; tun abor cine kiirzere und prilciserc Darstellung 
zu gowinnon und um gleichzeitig den Fortschritten dcr Wisscnschaft 
Itcchnung zu tragen, babe ich die erston zwolf Gapitel fast gitnzlich 
umgcarbeitct. Das nilchste Zeugnifs liicrvon giebt Capitol II, worin 
die hauptsachlichston Grenzworthe auf einfachcre und ologantere Weise 
als frliher abgdeitet sind. Die geometrischen Anwcndungon dor Lelirc 
t von don Grenzwerthen (Quadraturen und Cubaturen) wurden auf den 
Bogriff dos mittlcron W orthos einor Function gegriindet (Cap. IV), 
welclier seine Bodcutung auch dann noch bohillt, wenn man jonc An- 
wondungen weglasson will. In der Lohre von der Convergcnz dor 
unondlichen Iteihon sind die §§. 27, 29 und 30 hinzugekommen, wo- 
mit diese Theorie zu einem gewisson Absclilusse gelangt Bei den 
unondlichen Reihon in Capitol VI -DC habe ich iibcrall eino Rost- 
untersucliung vorgenommeu, cinorseits um fiir die numcrische Sum- 
mirung (lie Fehlergrenzc zu bestimmon, andcrerseits um nachherige 
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Grenzeniibergange mit Sicherheit ausfiihren zu konnen, denn bckannt- 
licli ist der Grenzwerth ■von der Summe einer unendlichcn Reihc niclit 
immer identisch mit der Summe von den Grenzworthen der oinzcluon 
Summanden. Dafs hierdurch manche neue Betrachtungsweisc noth- 
wendig wurde (wie z. B. in den §§. 45 und 46), verstoht sicli von 
selbst; hoffentlich sind mit diesen und einigen weitoron Andorangon 
in den Capiteln X und XI alle Anforderungen an die wisscnschaftlicho 
Strenge befriedigt. 

Auf Wunsch mehrer erfahrenen Freundc habc ich anhangsweis 
die Theorie der haheren Gleichungen so wcit cntwickolt, als dicfs auf 
elementarem Wege gescheben konnte; ich will nur wttnschcn, dafs 
mein Buch dadurch an Brauchbarkcit gewonncn habcn rnoge. 

Dresden, im October 1861. 

Sohlomiloh. 


Vorre de 

zur yierten Aaflago. 


Da sich die dritto Auflage des vorlicgcndea Wcrkos einor durch- 
aus beifalligen Aufhahme zu erfreuen hattc und da anderorseits die 
Fortschritte, welche die Wissenschaft in den lotzten Jahren gcmacht 
bat, von keinem wesentlichen Einflufs auf die Gestaltung der algo- 
braischen Analysis gewesen sind, so lag fiir micb kein Grand zu be- 
deutenden Anderungen des Buches vor. Icb babe nur, wo cs nSthig 
schien, cine pracisere Fassung ointreten lassen, hie mid da oblige 
Erl&uterangen oder Bcispielc hinzugefQgt, bei den hauptsftchlichsten 
Resultaten aber die historischen Qucllen angegeben. Zahlreicbe Bei} 
spiele zu den hier vorgetragenen Lehren findet man in der „Sammj 
lung von Aufgaben aus der algebraischen Analysis, von Prof. Job, 
Lieblein“ (Prag, Verlag v. Satow, 1867), welche sich dom gegon- 
wartigen Handbuche genau anschliefst und hiermit empfohlen sein; 
mSge. 

Dresden, im Mai 1868. 


SohlSmilolu 



V o rrede 

z u r fttnften Auflago. 


Die in der Vorrede znr Yiertcn Auflage angegebenen Grfindc 
haben mich auch bci dor jetzigen neuen Auflage bestimmt, von we- 
sentlicbon Umgcstaltungon des Bucbes abzusehen. Dagegen wird man 
im Einzelncn manche Verbesserungen finden wio z. B. bei der Ab- 
lcitung der uucndHchen Productc ffir die trigonometrischen Functio- 
nen und bci der Untcrsuchung fiber die Wertbe der cydometrischen 
Functionen complexer Variabelen. 

Dresden, im Juli 1873. 

Schlomiloh. 


Vorrede 

z u r sochsten Auflage. 


Da sich das vorliegende Work darauf boschrankt, einc elemen- 
jtaro Theorio der Functionen und ltoihen zu geben, so hat dasselbe 
i bei dor gegenwartigen sechsten Auflage keine bedoutendeu Ande- 
rungon erfahren, denn die zahlrcicbon neueren Eroberungen der Wis- 
senschaft berflhren jones eng begronztc Gobiot nur wenig. Hinzu- 
gefflgt 'wurden: in §. 11 das Notbigsto fiber die Grenzworthe der 
Functionen zweier Variabelen, in §. 26 ein neuer Fall von simultaner 
Convergenz und Divorgenz zweier Rcihcn, in §. 54 mehrere neue 
Sfitzc, welche dem Thcorcmo von Cotes analog sind. Dagegen ist 
im Anhange die Auflosung dor cubischcn und biquadratiseben Glei- 
chungcn weggclassen wordon, da sic in jedem Lohrbucbo der Algebra' 
bebandelt zu werden pflegt. 

Dresden, im April 1881. 


SohlSmiloh. 
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E [ n 1 e i t a n g. 


Jedc Arithmetik, wclchcn Namen sic auch ftthrcn mbgo, beschiif- 
tigt sicli lodiglich mit Zahl on, und daher ist jodc Reclmung nichts 
Andcros als oin, nacli einer vorgescfiriobonon Rogel ausgofiihrter 
Hbcrgang von einor Stelle dor Zablonreiho zur andcm, woboi cs 
gleickgiiltig blcibt, ob man sicli die Zahlen als speddlc donkon will, 
wio bci don biirgerlichen Rcchnungen, odcr als allgomeine und will- 
kttrlichc, wic sic in dor Buchstabcnrcclmung vorkommon. So bat cs 
denn aucli dio algcbraiscbc Analysis odcr allgcmeine Arithmetik, wio 
man sic bftors nonnt, nur mit Zablcn zu than; in wdclicr Woisc aber 
diefs gcscbiclit und wclchc Stcllung die algcbraiscbc Analysis dor 
Buchstabenrcclmung gegentiber cinnimmt, das lafst sidi nur erken- 
nen, wcun man vorlior fiber dio Lcistungon dor niodoren Arithmetik 
vollstiindig orientirt ist. Wir geben daher zuniiehst oinen t’Jbcrblick 
bber den Gedankengang und die Resultato des obengenannton Tkoilos 
dor Matbematik. 

Nichts ist einfacber als dio Entstehung dor Zakl. Wer cine Viol- 
lieit von Gogenstiindon irgend welchor Art vor sick siolit, hat zu- 
niichst nur den unbestimmten Begriff eincr gewissen Mengo; Bc- 
stimmtheit erliiilt diesor Begriff erst dann, wenn joner ungoordneto 
Ilaufo aufgcriiumt wird und die einzdnen Objecto in cine Rdho ge- 
stdlt sind. Es erbiilt namlich bei diesor Anordnung jeder Gogen- 
stand semen bostimmten Platz, und die Vorstdlung diesor Stelle, 
wdclio <las entsproebende Object in dor angenommenen Roihenfolgc 
cinnimmt, ist ebon die Zahl. So entstcht zuniiehst die natfirliche 
Zahlcnreihe (1 , 2 , SI etc.) , und dieso bildet vor dor Hand das cin- 
zige Material dcr Arithmetik. 

Als Grundlago far jedwedes Rechnen diont dor ttbergang von 
eincr Zahl zu ihror Nachbarin, cine Operation, wdclio man passend 
mit oiuem Sokritto vergleichon kann. Geht man nun von einer Zahl 

KdiHimilcU algabr. Analysis. G, Aufl. X 



2 Einleitung. 

a aus um so viel Schritte weiter als einc an (lore Zalil b anzeigt, so 
hat man die Addition in ihrer einfachsten Gestalt; die Zalil c, zu 
wdclier man hei dicsem Fortgange gelangt, ist die Sumuie von a und 
l, niimlieh c = a + b. Sielit man umgekohrt die Summo c als gc- 
geben an und ebenso oinen dor Summanden, otwa a, so eutstclit die 
Aufgabc der Subtraction, die Umkehrung dor Addition. Hier ist 
zweierlei zu bemerken, erstens niimlieh, dafs es nur cine solcho 
Umkehrung giebt, weil a ■+■ b — l -f- a ist, und os rnithin gleicli- 
giiltig bleibt, ob man b aus c und a, Oder a aus c und b bostim- 
men will. Dor zweite bemerkenswertho TJmstand ist, dafs os Fiillc 
geben kann, in welchen die Subtraction unausfiihrbar wird ; da niim- 
lich die Zahlenrcihe, im Sinnc des Fortschrittes genommen, uube- 
grenzt ist, so stofst die Addition niemals auf einc Schwicrigkoit, bei 
dem Riicksckrittc dagegen kann es sick troffen, dafs man aus der in 
dieser Richtung durck die Eins begrenzton Zahlenreihc kerausgeratk, 
wie z. B. bei 4 — 4 odor 5—7, und es sind daher solckc Uiffereu- 
zen vor der Hand als unmbglicke Zaklen zu bctrackton, weil es ebeu 
unmbglick ist, in der biskerigen Reilie eine Zalil zu linden, welche 
aus einer derartigen Subtraction entstanden ware. 

Durch Wiederholung der Addition, d. k. durch Addition mohroror 
gleicker Summanden, gelangt man zur naclistcn Rcclmungsart, der 
Multiplication, und os bedeutet hier db zunachst weiter nickts 
als die Summe von a Summanden, deren jeder —b ist. Sctzt man 
db — o und sieht jetzt das Product c und einen der Factoron, ctwa 
a, als bekannt an, so entsteht die Aufgabc, den andcrcn Factor h 
zu bestimmen, und diesc Umkekrang der Multiplication ist die Di- 
vision. Hier wioderkolcn sick dicsolbcn zwei Bomerkungon, die wir 
vorhin bei der Subtraction machtcn; weil namlich die Anordnung 
der Factoren keinen Einflufs auf das Product ausabt, so ist es in 
Beziekung auf die Art dor Rccknung gloickgttltig, ob man b oder a 
sucht, und es giebt daher nur cine Umkehrung der Multiplication. 
Fcmer kann es sick treffen, dafs die Division unmoglick wird, was 
der Multiplication nie begegnot, und es tritt diosc Unmogliclikeit hier 
jedesmal ein, wenn dcr Dividend kein Violfaches des Divisors ist. 

3 11 

Ausdrilcke wie ^ oder sind dakcr vor der Hand als unmiigliclio 
Zaklen zu bezeicknon. 

Aus der wiederkolten Multiplication entsteht nun weiter die Po- 
tenzirung, und zwar bedeutet hier a b das Product von b Factoren, 
deren jeder = a ist. Verglichen mit dor Addition und Multiplication 
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zoigt die Potenzirung die Eigonthiimliclikcit, dais koine Yortauschung 
dor Zalilon a und b vorgcnonimon wordon darf, woun die Potcnz tm- 
gesindort bloibon soli; mit anderen Worten, os ist im Allgcmoinon a h 
nicht == b a . Aus ebon diosem Grande liat die Operation dcs Poten- 
zirens zwoi Uinkehrungen, woil man die Fallo nntcrscheidon muls, 
ob in dor Glciclmng a 1 = c aus b und c die Grundzahl a, odor aus 
a und c dor Exponent b bestimmt wordon soil; das orsto giebt die 

t _ 

Wurzclauszicliung (V<;), das zwoitc dio Aufsucliung dcs Lo- 
garithnius (log c fur a als Basis, odor kiirzcr “log c). Wioderum 
findot hior die Bemorkung statt, dafs dio Operation dos Potenzirons 

jederzoit ausfiihrbar ist, wahrend dio umgckchrten Operationen auf 

8 

Unmogliclikciten stofson konnon, wic z. B. boi "j/7 odor Hog 10. 

So wic nun bisher aus den oinzdnon Schrittcn die Addition, aus 
diescr die Multiplication und hieraus die Potenzirung gcbildet wurde, 
so kdnnte man os auch vcrsuchcn, durch wiodcrkoltc Potenzirung 
cine ncuo Rcchnungsart zu schaffen; bemerkt man abor, dafs die 
Potcnz cinor Potenz wioderum cine Potcnz ist, so erkeunt man auf 
dor Stclle, wic mit ciuer solchcn Wiodorholung joner Operation nichts 
Noues gewonnen wird. Es schlicfst sich hiermit die Iteihe dor Reeh- 
mmgsoperationen, welche domnach drei urspriingliche (dirccte) und 
vicr abgcloitctc (indirocte) Operationen euthalt. Gleicliwohl ist abor 
die Arithmetik defswegen nicht als abgoschlosscu zu betraclitcn; denn 
wenn auch ein Zuwachs an neuen Operationen nicht melir zu erwar- 
ten ist, so kunn doch die Aufgabc gcstellt wordon, die vorhandenon 
Operationen untcr alien ITmstandon ausfiihrbar zu machcn, und es 
entspringt diosc Aufgabe naturgemiifs aus dor Bemerkung, (laJTs die 
indirecten Operationen in vielon Fallen umnoglich wurden. Diese 
Unmogliehkeit liegt abor nicht in dem Begriffe jencr Operationen 
(denn die Fordcrung z. B., von 4 aus um 7 Schritto riiekwiirts zu 
gehen, enthillt keiuen Widorspruch in sich), sondern cinzig und allein 
in dom Mangel iuu Zahlcn, :ui dor Einscitigkoit und Luclicnhaftigkeit 
dor Zahlenreihe. Jone Umniiglichkeit verseluviudet daher, sobald man 
das Zahlongobiot passend erweitert, und auf welclic Woiso diese Er- 
weitorung vorzunolnnen sei, das musscu dio indirecten Operationen 
selbst zu orkennon geben. 

So flihrt uns die Subtraction zuniichst auf don Bogriff dcr Null 
und dor nogativon Zahlen, wodurch sich die bisher einseitig unbo- 
grenzte Zahlenreihe zu cincr nach boidon Soitcn hin unbogrenzten 
erweitert (positive und negative ganze Zahlen). Um femcr die Di- 

1 # 



4 Cap. I. Yon clen voriindorliclion Grofson 

vision ausfflhrbar zu maclien, bodarf es dor Aufstollung soldier Zali- 
leri, die in gleichen Abstanden von oinandor zwiseben jo zwoi Zahlcn 
der bisberigen Reihc ontbalten sind; so orschoincn die Br belie (po- 
sitive und negative) als eingeschaltetc Zwischcngliedcr jonor Zahlon- 
reihe. Das Wurzdauszieben nbtbigt zu einer woitercu Interpolation 
der Zablenreihe, welche sicb aber von der vorhergebenden in so feru 
untersebeidet, als man eine zwiseben zwei ganzon Zahlcn liegende 
Irrationalzabl durcb eine Thcilung des Intervallos in gloidie 
Tbeile niebt erroicben kann. Dio Erscbeinung dcr Irrationalzablen 
bcrechtigt nun, sicb an jeder bcliebigen Stcllc dcr Zahlcnreihe eine 
Zahl zu denken, d. b. mit anderen Worten, die urspriingbeh liickcn- 
hafte Zablenreihe wird zur liickenloscn, die punktirte Zablenlinic zu 
einer ununterbrochonen. Diets ist das fiir den weiteron Fortgang 
der Arithmetik bedeutendste Resultat dcr Bucbstabenrechuung, und 
cs erreicht letztere ibr Ende, sobald sic dicscn Nachwois geliefert 
und zugleicb die Regeln angegeben bat, nacb wolchon mit boliobig 
aus der Zahlenreibe berausgegriffenen Zahlcn die sieben Grundopera- 
tionen vorzunehmen sind. Was endlicli die Bodoutung der imagi- 
naren Zahlcn anbclangt, so wird dcr Verlauf dieses Werkcs solbst 
darauf binfuhren. 


Capitel I. 

Vou dea veranderlichen Grofscn and den Functioned 
im Allgemeincn. 

§• 1 . 

Grnmdbcgriflb und Aufgaben dcr algcbraischon Analysis. 

Der ununtorbrochone Fortgang dcr Zahlenreibe, welchen die nie- 
dcre Arithmetik am Ende ihrer Betracbtungen nacbweist, gestiittet 
eine Operation, deron Einfacbheit niebt minder grots ist als ilire 
Wicbtigkcit. Das urspriingbebste VcrMrcn nilmlicli, um von einer 
Zahl a zu einer anderen b zu golangen, bestand darin, data man vou 
a aus in einzelnen Scbrittou (a, a + 1, a -|- 2 etc.) woitor ging, bis 
man auf die Zahl b traf; jodor solcber Sehrittc bildete eiuon Sprung, 
in so fern anfangs zwiseben den einzelnen ganzon Zahlcn koine Zwi- 
schonstufen existirten. Dio Brtieke aber geben die Mflglichkcit an 
die Hand, die Weite dioser Spriingc bis zu jodem beliebigen Grade 
dcr Kleinbeit zu vermindom, und sio dionen hierbei als Zwiseben- 
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stufcn von gloiclicr Grofse. Stellon wir dazu noch beliebigc Irratio- 
nalzahlon, so lasson sicb zwischon a und 6 willkiirlich vide Zwi- 
sdienstufon von cbenso willkiirlichcn versdiicdoncn Grofscn einschal- 
ten, und os kann nun dor Ubcrgang von a nadi b ohnc alio Spriinge, 
d. b. mit Durcblaufung all or mdglidxen Zwiscbcnstufon, erfolgcn; ein 
solcbcr tJbcrgang heifst dn stotiger odor continuirlicher, joder 
andcrc cin unstotigcr, sprungwcisor odor discontinuirlichor. 
Wir konncn uns jctzt audi cine Zahl x dcnkcn, wdchc erst don 
Worth a bcsafs und nadilier durch stotigon Ubcrgang don Wertk b 
crliidt, und os hat diescr Procefs die grdfste Almlichkoit mit dor 
stotigon geradlinigcn Bewcgung eincs Punktcs von oilier Stdlo dcs 
Itaumos zur andoron. Dioso Vorstellung oinor stotig ver&nderlichon 
Zahl bildet die Grundlago alios koheren Calculs und iliro Widitiglroit 
wil'd sofort aus dor Bcmerkung orhdlcn, dais oino Anwcndung dor 
Aritlunetik auf die stotig voritndorlichen Grdl'son dos Ranmcs und 
dor Zoit unnidglidi sdn wiirdc, wenn nicht auch die Zahl als stotig 
vcrandcrlicli angosohon werdon kdnnte. 

Nach diosor Erbrtcrung iiber das Woson dor stotig voriindor- 
lichcn Zahl odor Griifso bedarf cs noch oines aufseren Untorsehei- 
dungszeichons fur diosolbo, da cs sieli trolfon kann, dais in eiiior und 
dcrsclbcn Redlining verilnderliehe und unvcriindorlicho Zalilon vor- 
kommon, die zu verwechseln man sieli liiitcn mufs. IAlr dioson Zwock 
ist os allgomein flblich gowordon, die unvcrandorliclion odor con- 
stant on Grofscn mit don ersten Buchstahon dos Alphabets a, b, c . . . 
zu bezeiclinon, ftir die voriinderlichen odor variabolon Grofscn da- 
gogen die lotztcn Buchstahon, wio t, x, y, s, zu brauclion. In oinem 
Ausdrucke wio ax + b bczeiclmet dahor x nicht oino unbekannto 
Griifso, wio in dor Algebra, sondem oino unbostinimtc, wolche bci 
stotigor Andorung alio moglichon Zahlenwertlie durclilaufon kann, wo- 
gogen a' und b fostbostimmte Zalilon bodeuten, wdlcho sich nicht 
iindcni , wiiliroiul x andcrc und andoro Werthc erhsilt. 

Dicse Untorsclioidung fflhrt von solbst urn oinon bcdcutondon 
Schritt woitor, wonn man die Bemerkung hinzubringt, dafs jodo Redl- 
ining, die otwas uiohr als unbostinimtc Boziohungon entlialton will, am 
Eadon dor Glcidiungcn fortlaufcn muXs. Sotzcn wir nilmlich oinon bo- 
liebigen Ausdruck, worin constanto Grofscn mit oinor Variabehi vor- 
bunden vorkommen, oilier nouon Grofse gloich, also ctwa unsor obiges 

air. b — y, 

so ist die ncuo Griifso y oilcnbar wiodcr due voriinderlichc; donn 
wenn x andcrc und andoro Wortho anninimt, so findorn sich auch 
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die Werthe von y. Aber diese Veranderungen sind nicht willkur- 
lich; eine Anderung des x zieht eine ganz bestimxntc Anderung des 
y nach sicb; z. B. fiir zwei bestimmte Zalilenwerthe von x, die wir 
mit x x und x t bezeiebnen wollen, kommen auch ein paar bestimmte 
entspreebende Wertbe von y, etwa y x und y i} hcraus, so dais ist 
a.T x ■J r b = y 1 und ax s + b — !/ s . 

Nebmcn wir nun an, dafs x a um cine bestimmte Grofse 6 grdfscr sei 
als x x , mithin x a —x x + 3, so haben wir 

y % — a (x x + S) + b = ax x + b + °3 
d. h. r/„ = y x + as 

wenn also x sich um 3 andert, so andert sicb y um ad, mithin biingt 
die Ycranderung des y von dor des x ab und zwar auf fest bestimmte 
Wcisc. Nocb auffallender tritt diofs an dem folgenden Beispide lier- 
vor. Es sei u eine ganz beliebig veriindcrlicbo Grofse und 

u 2 -[- c — v 

so ist offenbar aucb v eine Variable, aber niebt so willktirlich als u. 
Denn wenn c eine positive Zahl bedeutet, so ist fiir alle moglicben 
positiven oder negativen u das Quadrat u % , folglich aucb u 3 4 - 
mitbin jencs v positiv und es existirt kein Wertb von u, fQr welcben 
u 3 + c oder v negativ werden kbnntc. Trotz der giinzlichon Unbe- 
stimmtbcit des u ist also docb durch die Natur dor Gleicbung die 
Veranderlicblteit von v cingcschrankt und ihr als Spielraum nur das 
Gebiet der positiven Zablen angewiosen. Man mufs daher unab- 
hangigo und abbangige vcrandciiicbe Grofsen untersclieiden; die 
ersteren sind solcbe, denen man willkiirlicb jeden beliebigen Wertb 
beilegen darf, die letzteren diojenigen, deren Veriinderungeu durch 
die stetigeu Veriindcrungcn cincr anderen unabbiingig veranderlichen 
Grofse nach irgend cinein Gcsetzc bedingt sind. Dieses Gosotz selbst 
spricht sich in irgend einor analytischen Formel aus, welclio die un- 
abliiingig voriindorlicbe Griifse entbalt (wie oben ax + b). Jeden 
solcbcn Ausdruck, in wolchem cine unabbiingig vorandoiiiohc Grofse 
auftritt, nennt man cine Function dieser Voriindorlichen. Dem- 
nach sind alio bdiobigon Ausdriicke wie 

ax, x a , a x , l/i* — x 3 , log x, mn x etc. 
siimmtlich Functioncn von x, die sich nur dadurch unterscheiden, 
dafs in jeder die Art des Vorkommons dor Tlauptgrofse eine andere, 
oder wie man aucb sagt, dafs jedc andcrer Natur ist. Zur .1 iezeich- 
nung der Functioncn im Allgomeinen bedieut man sich der Buchsta- 
bon F, f, (p, ip oder almlicher, welcben man denjonigon Buchstabon, 
dor die in dor Function vorkomniondc Verandcrliche bozeiclmet, iu 
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Parcnthcson cingoschlossen auf dor rcclrtcn Scite beisotzt*). Sym- 
bole wie F(x), f(x), cp(x), ip[x) bcdouton also nichts Andcres, als 
gewisse, nicbt nahcr bcstimmto Itechnungsausdriicko, in welchen cine 
unabhangig vorilnderlichc Grofse vorkommt, wobei durcb die ver- 
schiodcnen Bucbstaben F, f, <p, ip zuglcich angczcigt wird, dafs in 
jcder dor gonanntcn vier Functionen x auf verschiodene Woiso vor- 
kommt, odor dafs jodo andorer Natur ist. Iliernach ist nun dor Sinn 
cinor Gleichung wie 

y =/0) 

folgcnder: die Grofse y Iiifst sicb dadurcb aus x abloiten, dafs man mil 
x irgend wclche nocli nicbt nahcr bcstimmto aualytisebo Oporationon 
vomimmt, und dabor ist y an x so gebunden, dafs jedom bostimmten 
Wortbc von x cin glcicbfalls bestimmter Wertli von y entspriclit. 

Es kann cine Function aucb zwei odor irielirero unabhangig ver- 
iinderliclic Grofscn zuglcich enthalten. So ist z. B. dor Ausdruck 
ax + eg, in wclcbcm x und s zwoi von einandcr unabliilngige beliebige 
Grofscn bezcichneu, cine Function von x und s zuglcich, weil or sicb 
iindert, wenn x odcr s allein cine Anderung crloidot. Sotzt man 
ax + ce = y, so bczoiclmct man die Abbangigkeit des y von x und s 
zuglcich durcb die Gleichung 

y =A X ’ s ) oder y — <p(x, s) etc. 

Iibcnso wiirden nun entspreebend fix, z, t), <p(x, 0 , u, v ) etc. Func- 
tionen von drei und mehr Veranderlicben andouten. 

Selien wir uns nun zunachst im Gcbiete dor niedoron Arithmetic 
nacli Functionen tun, so finden wir als cinfacbste 

a +x, a — x, bx, - 

X 

wclche dadurcb entsteben, dafs man mit dor Variabcln die vier oiu- 
fachstcn aritbmetischen Oporationon vornimmt. Ifierauf folgt natur- 
gemiifs die Potenz, wdche zu zwei vcrscliiedoncn Functionen Voran- 
lassung giebt, jenaebdem man die Basis oder den Exponenten als 
unabhangige Variable ansiebt. So crbaltcn wir die Functionen 

x b und a* 

von denon die orsto in der Analysis don Namen Potenz ausschlicfslich 
fiihrt, w&hrond die zwoito sobr passend Exponentialgrofse hdfst. 
Da die Constantc b aucb gcbrochcn oder negativ sein kann, so bogreift 
die Potenz zuglcich die Functionen 

*) Bi swollen liifst man wolil der Kiirze wegon die Parcatbcson wog und setzt z, B. 
schleclithin fx statt f(x). Kino solebe Schroibwoiso ist abor dorswogon nicbt zu empfoh- 
lcn, wcil man boi ibr das Opcrationszoichcn / loicht mit einem Ooofficienton verwechsclt. 
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m j 

l/* n und — 
r a 

X 

in sick Als letzte Function von arithmctischer Abkunft stollt sicli 
noch der Logaritlimus dar, den man boi const;mter Basis und vor- 
anderliclier Zahl mit 

a log x 

zu bezeiebnen pflegt. 

Die Allgemeinheit, welchc im Bcgriffo dor Function liegt, crlaubt 
uns, noch ein paar Schritte weiter zu gelicn und aucli solclie Functio- 
nal in Betrachtung zu ziehen, die nicht urspriinglich aritlnuotischer 
Abstammung sind. Beachten wir also aufscr dem Gehalte dor Aritli- 
metik noch den der Geometrie und Trigonometric, so stellen die go- 
niometrischen Yerhaltnisse wiederum Beispiele einer gegenseitigen Ab- 
hiingigkeit von Grofsen dar, in so fern zu jedcni Bogen ein bestimmtor 
Sinus, Cosinus etc. gehort. Donken wir uns den Bogen x jederzeit in 
Theilen des Halbmessers ausgedriickt*), so giebt cs zu jodor ab- 
stracten Zahl x einen Sinus, Cosinus etc. und man hat dahor die 
gouiometrischen Functioncn 

sin x, cos x, tan x, cot x, sec x, esc x. 

An diese reihon sich noch sechs anderc, welchc die Umkehrungen 
derselbon sind. Sehcn wir namlich die Variable x nicht als Bogen an, 
wie vorhin, sondem bczeichnen wir damit einen gegebenen Sinus, so 
gehort zu dcmselbcn ein ganz bestimmtor spitzor Bogen, wclchen 
man mit 

arc (sin = x) odor arcsin x 
bczeichnet; hiernach ist z. B. 

. In .In . „ n 

arcsin - = -> arcsin arcsin 1 — 

2 6 4 2 

Bei negativen x nimmt man auch den Bogen ncgativ tuush Analogie 
dor Formel sm (—«) = — sin u, z. B. 

arcsin J—J = — -> arcsin (— 1) = — -• 

Ebenso versteht man unter arccos x den kloinston allor der Bb- 
gon, dcron Cosinus die Lange x habon, z. B. 

*) Wfiro dor Bogen urspriinglich in Onulott gogobon, so dill’s or olwn <j" fafslo, so 
wiu*dc dio Proportion 

180° : 0° as* tc: x, also a =» ^ tc 

golton, und dadurcti bestimmt sich obou jenos z, wovoa obon dio Kodo isU 
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1 71 % 

arccos - = arccos 0 = 

2 3 ’ 2 

( 1 \ 37T , 

arccos I ~ 1 = — , arccos ( — lj = jr. 

V yiy 4 

Fcmcr bozoichnet arctm x denjcnigen zwischen — \n und + \ it 
licgcndcn Bogcn, dosscn Tangente = x ist, woboi dcm Bogcn dassdbe 
Vorzeich.cn gcgcbcn wird, welches x bositzt, z. B. 

arc fan 1 = ^, arc tan |/3 = arctan oo =p 

arctan ( — 1) = — arclan ( — oo) == — 

Wic man auf iilmlichc Wcisc die Functioncn arccotx, arcsccx und 
arccsc x definiren kann, ist unmittclbar crsichtlich ; die so crhaltcnen 
seeks Fimetionon licifscn cyclomctrischo. 

Was nun die Aufgabe dor algobraisclion Analysis anbclangt, so 
ist diesolbo cine doppelte. Sie liat crstlich mit den Mittcln, wclche 
die Algebra bictet, die allgemeinen Eigenschaften dcr Functioncn so 
woit als mbglich zu crforschon, und zweitens die Itcsultatc dicser 
Untersucbung spccicll auf die bisber gonannten Functionen anzuwen- 
dcu. l)ic aJgobraische Analysis zerfallt dcmnacb in zwei Haupttheilc, 
deren erster als cino clemontare Theoric der allgemeinen 
Eigenschaften dor Functionen, und dcron zweitcr als spe- 
cielle Theoric der einfachen Functionen bezeichnct werden 
kann, woboi wir die bislier gonannten Functionen unter der Benen- 
nung „einfachc Functioncn 11 zusammonfassen. 


§• 2. 

Dio cyclomotrischon, Formoln. 


Da in den Lohrbfichcrn dor Trigonometric die cydoraotrischcn 
Functionen nicht beliandelt zu werden pflogen, so schaltcn wir an 
dieser Stelle die Entwickelung der cyclometrischon Grundformeln ein. 

1. Bezeichnct u einen Bogen dos ersten Quadrantcn, x seinen 
Sinus, so hat man folgende Gleicliungcn 

sin u s= * , cos « = y 1 — x i , 


tan u = — 

yi — a 


cot U ‘ 


y i — x i 


von denen jede zur Bcstimmung des u dionen kann; cs ist dahor 


1 ) 


arcsin x ===== arccos y 1 — x% 

x . Vl— 


arctan 


yr~ x* 


arccot 


x 
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Nennen wir ferner 0 die Tangente des Bogens u, so haben wir 

1 

tan u = z, cot u = 

z 

1 . * 
cos u — — > sin u = — ===== 

yr+** y 1+* 2 

mithin uingekehrt 

aretea z = arccot- 
z 

1 . z 

= arccos - -===== = «rc «72 -7=.— ---. 

vn-** fi+* s 

II. Das Complement des Bogens arcsin x hat as zum Cosiuus; 
dahcr ist 

3 ) arcsin x -|- arccos x= \i t. 

Das Complement des Bogens arctan s hat s zur Cotangeuto; (liofs 
giebt 

4) arctan z -{- arccot s = §n. 

in. 1st wieder u cin Bogen des ersten Quadrantcn , so liaben 
alle die BSgen 

«, + w — u, + 2 re -J - u, + 3 re — u, + 4 re + «, + 5 » — «, . . . . 
einen und denselben Sinus; iiberhaupt ist 

sin u = sin [•$• re Ip (-J- re — u) + 2 Aw], 
wobei man der Reihe nach It =0, 1, 2, 3, ... zu setzen und fiir 
jeden individuellen Werth von Tt erst das oberc und dann das imtcre 
Zeichen zu nehmen hat. Bezeichnet x den gemcinschaftliclion Worth 
aller jener Sinus, so folgt u — arcsin x, wcil u im orsten Quadran- 
ten liegt; wird dagegcn ganz unbestimmt' die Glcichung sin w — x 
gegeben, ohne dafs man vorhcr wcifs, in welchcm Quadrantcn w liegt, 
so kann w alle die Werthc u, n — u, 2n-\-u, 3 it — u etc. haben; 
die allgemeine Formel fiir w ist daher 

w = ^ w ip (-£ w — ri) + 2 Aw. 

Mit anderen Wortcn, alle Wurzeln dcr Glcichung 

sin w = x 

sind in der Formel 

w = | re Ip Q- re — arcsin x) + 2 Aw 

enthalton, wenn Tc—0, 1, 2, 3 etc. gesetzt wird. 

Bozeichnen « und v zwei Bogen des ersten Quadrantcn und ist 
sin u = x, sin v=y 

mithin 

u =3 arcsin x, v — arcsin y, 

so hat man 
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sin (u -f- u) = sin u cos v sin v cos u 

= * y l — y 2 + y v l — 

mi thin nach dem Vorigcn 

u v — — arcsh i (x ~\/ 1 — y* + y y 1 — **] + 2Aw 

odcr zufolgc der Werthe von « imd v 

arcsin x + arcsin y 

= 1 ^ + [-J 71 — arcsin (x "|/ 1 — y* + y y 1 — as®)] + kn. 

llicr ist noch zu bestimmen, ob das obero oder untcre Zeichcn, und 
wdeher Werth far h genommen werden soil. Die Summe zweier Bo- 
gon dos ersten Quadranten giebt nun entweder einen zwischen 0 und 
■| ?r, odor cinen zwischen \rc und n liegenden Bogen; daher ist k — 0 
und im Falle u-\- v das untero, dagegen far u + V> in 

das oborc Zeichcn zu nehmen. Urn aber zu entscheiden, ob der erste 
Oder zwoitc Fall stattfindet , bcrecluien wir cos (« + o) , weil dieser 
Ausdnick positiv odcr negativ ist, jonachdom u + v im ersten odcr 
zweiten Quadranten liogt. Es ergiebt sich 


= V 1 


COS (u 4" v) asss COS U COS V 
— x % yi- y % — xy — - 


sin u sin v 
1 - (*» + .*/*) 


uiul mich alien bislierigcn Bcinorkungen folgt nun im ersten Falle 


^ ( arcsin x -j- arcsin y = arcsin (ai\/ 1 — y 2 V V 1 — x*)> 

M ** + y* — i» 

dagegen im zweiten Falle 

p. ( arcsin x -j- arcsin y = 7t — arcsin (x y l — y* H-yyi —•»*), 

b) i 1. 

Durch ganz ahnliche Schlassc golangt man zu dor Forrnel 
7) arcsin x — arcsin y = arcsin (.c y 1 — y* — y~]/ 1 — x i ), 
bei wolchcr cs koincr Unterschoidung bedarf, weil die Differenz zweicr 
Bogen des ersten Quadranten immor zwischen — \tv und liegt. 

IV. Ist wiodcr « cin Bogen dos ersten Quadranten, so habon 
alle die Bogen 

M, +2 »+M, H^SsT+B, .... 

dieselbe Tangeutc, weil imrncr 

tan u = tan (« + kn ). 

Far tmu — x ist w = arctan x; aus der allgcmeinon Gleichung 

. tan w — x 

folgt dagegen 

w =s= u y kn s=a arctan x + kit. 
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Sind fcrner u und v zwoi Bogen dcs ersten Quadrantcn, so ist 

far tan u — x und tan v — y 

. , . tan u -I- tan v x +■ U 

tan (u + in = - — ; > 

v n J 1 — tan u tan v 1 — xy 

mitliin 


u -f- v = arctan 


* + y 

1 —xy 


+ k% . 


odor vermogc der Werthe von u und v 

x - 4 - y 

8) arctan x 4- arctan y = arctan - + kit. 

' 1 1 — xy ~~ 

Hier sind wie friihcr zwoi Fiillc zu unterscheidon. Entweder liegt 
arctan x + arctan y = u + v im crston Quadrantcn, dann ist 
cos (it + v) — cos u cos v — sin u sin v positiv, mitliin sin u sin v 
<1 cos u cos v oder tan u tan v <C 1 d. li. xy 1. In diesom Falle 
mufs 7c = 0 sein, wcil sonst oin Bogen > it odcr ciu negativer Bo- 
gen zum Vorschein kiune, also 

I xA-y 

arctan x 4 - arctan y — arctan > 

1 —xy 

« 7/f-l- 

Bctriigt dagegen u + v mclir als so ist xy ;> 1 und aus dor 
Grleichung 8) wird 


arctan x -(- arctan y — — arctan 


5_+y 
xy — 1 


+ kit. 


Damit nun rcchtcr Hand glciclifalls ein Bogen des zwoiten Qua- 
drantcn ersclieine, mufs 7c = 1 mit dem oberen Zeiclien genoimnen 
werden, also 


I t# 

arctan x -f- arctan y — n — arctan . > 

xyZ> 1 . 


xy - 


Durch ganz ahnliclic Schlusse gelangt man zu der Fennel 

^ 

11) arctan x — arctan u — arctan ' - * 

l +*y 

bei welchor koine Untorsclicidung noting ist, weil die BiH’oronz zwoior 
Bogen dcs ersten Quadrantcn immer zwiselien — £ -it mid + .J //■ liegt. 


§. B. 

Die vorscliiodenon Arten von Functionon. 

Die grofse Unbcstimmtlieit, wclcbc in dom allgemeinen Bcgriflb 
der Function liegt, maclit cine Eintlicilung dor Functionon in Classen 
notbig, wobci man als Einthcilungsgrund die verseluedonon Kocli- 
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nungsoperationen nimmt, aus wclclicn die Functional hervorgehen. 
Man theilt nun gcwdknlick die aritlimetischcn Operationen in zwei 
Classen, von denen die ersto die Operationen des Addirons, Subtrahi- 
rens, Multiplicirons, Dividirens und Potenzirens fiir constanto Expo- 
nonten, wozu auch das Wurzelausziehon gohort, in sicb begreift und 
die andorc alle iibrigen Arten von Operationen umfafst. Dio Operatio- 
nen dor erston Classo nennt man algebraische, dieder zweiten 
Classc transscendcnte und theilt hicmach die Functionen in alge- 
braischo und transscendcnte. Zu don orsteren gehdren alle Functionen, 
in welclien mit dcr darin cnthaltonon vorandcrlichen Grdfse blofs algo- 
braisclie Operationen vorgeuommen werdon, zu den zweiten die, in wcl- 
clion die Yoranderlicho transsccndonten Operationen untorworfen wird. 
Auf die Art mid Wcise, in welcher die constantcn Grofscn der Fraiction 
auftreten, wird bei dicscr Untorscheidung koine Riicksicht genommen. 

Die algcbraischeu Functionen tlioilt man uoch in rationale und 
irrationale. Zu den orsteren gehdren alle diojenigen, in wdehen 
die veranderlichc Grdfso untcr keinem Wurzclzeichcn, odor was das 
Niimlicho ist, mit keinem gebrockenon Exponentcn behaftet vorkommt, 
vorausgosctzt, dafs man alle angcdcutetcn Rechnungcn so weit als 
mdglich ausgefiihrt, also die Function sdbst auf den moglichst ein- 
fadien Ausdruck reducirt hat. Die letztere Bcmerkung ist defshalb 
nicht ganz uberfliissig, weil cine Function als nicht rational orsekoinon 
kann, so lange man sic nicht so weit als mdglich reducirt hat, z. B. 
die Function 


cv» + y») o/a— y®) 

die man boim ersteu Anblick nicht zu den rationalen rcchnen wurdc, 
die aber in der That dazu gohort, weil sic sich boi Ausftthrung der 
Multiplication auf a — x reducirt. Kommcn dagegon in einor Func- 
tion Wurzdzoichen vor, die sich nicht durch blofse Reduction weg- 
schaffen lasson, so heifst dieselbo cine irrationale. 

Man miterschoidet bei den algobraisch.cn Functionen auch noch 
ganze mid gebrocheno. Zu den erston rochnet man die, in do- 
ron Ncimer die vcriiudorlichc Grdfso sclbst nicht vorkommt, zu den 
zweiten die, in welchon die Variable auch im Ncnnor auftritt. So 
sind z. B. 


a 4 * bx + cx a und y a* — b s x s 

cine rationale und cine irrationale gauze Function, dagogen 

a 4- b 'x , a — 

"v Ti - und — 

c -f- «X % X 


eine rationale imd irrationale gobrochene algebraische Function. 
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Da in einer rationalen algebraischen Function keino andcrcn Roch- 
nungsoperationen als die vier Species und die Erhobung auf cine Po- 
tenz von ganzen Exponenten vorkommen diirfen, so sieht man leicht, 
dafs eine ganze Function dieser Art unter dor allgcmeinen Fonn 
A a "4“ A X X -f- A S X 2 + • • • + A m x ' n 
stehon mufs, in welcher A 0 , A t , . . . A m constantc Zablon (glcickviel 
ob ganze oder Briiche) bedeuten, von denen nattirlich aucli cine odor 
mehrere == 0 oder negativ sein konnen. Der hochste aller vorkom- 
menden Exponenten bestimmt den Grad der Function. In unserem 
FaJle ist die Function vom Grade m, weil die cinzoluen Gliodor nacli 
den steigenden Potenzcn von x gcordnet sind, also der letzte Expo- 
nent m der grbfste ist. Eine gcbrocheno rationale algobraische 
Function lafst sich immer auf das allgcmeino Schema 

Ap + + • • • + A m x m 

B 0 + B^x + B^x 2 +...•+■ B n x n 

bringen, in wdchen B 0 , B y , . . . B n ebenfalls constantc Zablon siml. 
Die Diffcrenz der hochsten vorkommenden Exponenten, also bier 
m—n, giebt dann den Grad der Function an. 

Es kann auch dor Fall cintreten, dafs man wolil im voraus weifs, 
eine gewisse Grofse sei eine Function einer andcrcn vorhamlonen 
Grofse, dafs man aber die Form dieser Function nicht angoben kann. 
Z. B. wenn x und y beliebige Grofsen bedeuten, kann die Glciclmng 

xy — ax + by = c 

nur dann bestehen, wenn y eine gewisse Function von x und obeuso 
umgekehrt x eine gewisse Function von y ist. Dcnn wenn man dem 
x cinen beliebigen Worth giebt, so ist y schon nicht xuchr willkttrlich 
und sein Werth kann durch AuflOsung der Glcichung nach y gefun- 
den werden. Ebenso verhiilt cs sich umgekehrt mit x. In solchon 
Fallen, wo man zwar weifs, dafs die eine Grofse cine Function der 
anderen sei, ohne dafs man ihre Form niiher zu bestimmen im Stamle 
ist, nennt man die eine Grofse eine unentwickeltc oder ungo- 
sondertc Function der anderen. Kann man aber die Fonn niiher 
angeben, so hat man eine ontwickeltc odor gosondorto Function. 
Diese Sonderung dor Voriinderlichen wtirde sich in dor ohon ange- 
ftthrten Function leicht durch beiderseitige Subtniction von ah be- 
wirken lassen; man erhiUt dann 

(x + b) (y — a) s=ss c — ab 

und daraus 


x 



y = « + 


c — ab 
x + b* 



15 
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Ebonso ist in der Gleichung 

u -{— x sin u = 0 

u so lange oine ungosondcrte Function von x, als man niclit einc 
Gleicliung von der Form u — . . . aufweison kann, aus wolcher far 
jedes beliebigc x das zugehorige u borechnet werden konnto. 

Es giebt ondlich noch cine Eintheilung der Functionen, wclchc 
sich nicht auf die Operationen, sondern auf gewisse Eigenschaften 
dcrsolben grandet. Manche Functionen bcsitzen namlich die Eigen- 
schaft, dafs sie nach einem gewissen Intervalle wieder die Werthc 
annehmen, die sie fraher scbon cinmal gehabt haben, wio z. B. der 
Sinus , in wolchom sin (2n + x) = sm (An + x) — sin (6n + x) . . . 
— sinx ist; Functionen dioser Art hcifsen periodische, wahrend 
allc andcren, welchon die genannte Eigenschaft abgcht, niclitpcrio- 
dische lieifsen. Das Kcnnzeichcn einor periodischen Function f(x) 
ist, dafs es eine constanto Grofse a giebt, fur wclchc 

A. x ) = f( a + x ) =/(2« + x ) =/(3« + x ) • • • 

wird, wobci man a das Intcrvall oder den Index der Porio- 
dicitat nonncn kann. Far f(x) = sin x botragt dassdbc 2n, fiir 
f(x ) = tan x ist a == n. In der nicderen Analysis sclicidcn sich 
durch dicse Eintheilung die goniometrischcn Functionen von den 
abrigen. 


§.4. 

Dio gcomotrisclio Darstollung dor Functionen. 

Man kann sich von einer Function einer oinzigeu Variabelcn sehr 
leicht ein geometrisches Bild verschalfen, wenn man den in einer 
Gleichung wio 

v =/0) 

vorkommonden Veranderlichcn cine gcomctrischc Bedeutung unter- 
lcgt. Das einfachste in dieser Bcziehung ist, dafs man die Zahlcn 
x und y als <lic Langen gerader Linion ansieht und letzterc nach 
Pig j irgend einem Maafsstabo construirt, in- 

dom man cine Gerade von willkarlich 



fcstgcsctztcr Lange als die Linic Eins 
annimmt. Urn aber die zusammengeho- 
rigon Werthe von x und y abcrsichtiich 
bei einandcr zu haben, pflcgt man cine 
unbestimmt lange Gerade OX (Fig. 1) 
als Basis und einen festen Punkt 0 in 
ihr als Ausgangspunkt der Construction 
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zu wahlen und zwar in der Weise, dafs man die vcrschiedcncn Ge- 
raden , welche die individuellen Werthe von x darstellcn, jedesmal 
von 0 aus abschneidet (OM — x) und die zugohorigon Geraden, 
welche die entsprechenden Werthe von y angeben, senkrecht an den 
Endpunkten jener Strecken errichtet (MP = y). Hit andoren Wor- 
ten, und in der Spracho der analytischen Geometric ausgedrttckt, 
heifst Diefs: man denke sich die unabhilngige Variable x als Ab- 
scisse und die abhangige Variable als rechtwinklige Ordinate irgond 
eines Punktes in der Ebene. Da y nicht willkiirlich ist, sondevu 
im Gegentheil aus x durch gewisse Rcchnungsopcrationcn abgcleitet 
werden kann, so erhalt man durch dieso Construction nicht willkttr- 
liche Punkte in der Ebene, sondem solche, dio mit eincr gewissen 
Rcgelmafsigkeit auf einander folgen und in diescr Rogchnafsigkeit 
irgend eine gcrade odor krumme Linie bilden. Dicsc Linic, von wel- 
cher y = f(x) die Gleichung in rochtwinkligcu Coordinaten ist, stellt 
nun das geometrische Bild der Function f(x) dar. 

Auf analoge Weise lassen sich auch die Fuuctionen zweier Va- 
riabelen gcometrisch construiren. Dcnkcn wir uns in der Gleichung 

z = f(x, y) 

dio Variabelen x, y, z, von denen die orsten beiden dio unabhiln- 
gigen sind, als rechtwinklige raumliche Coordinaten, so cntstolit fol- 
geude Construction. Durch die beiden willktirlichcn Coordinaten x 
und y wird zunachst ein vollig beliebiger Punkt N in einer Ebene 
(der Coordinatenebene xy) bostimmt; errichtet man in diesem I’unkte 
cine Senkrechte von der Lange z auf jener Ebene, so orhlllt man einen 
Punkt im Raume, von wdehem x, y , a die rochtwinkligen Ooordi- 
naten sind, wic OM—x, MN — y, NP — s in Fig. 2. Jodcin 
Pig. 2 . Punkte N der Ebene xy entspricht jetzt 



ein Punkt P im Itaume, von welcliem N 
die Horizon talprojection darstellt; der Ge- 
sammtheit aller in der Ebene xy liogondon 
Punkte entspricht donmach eine rilumliche 
Gosammthoit von Punkten, odor lcdrzer 
cine Flacho. 

Woitor als bis zu den Functionen 
zwoior Variabelen reicht indessen die 
geometrische Darstollung der Functionen 
nicht; dennum die Functionen eincr Ver- 


andcrlichcn zu construiren, bedurften wir 


zweier Dimensioncn (far die unabhangigo und abhangige Variabele), 
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indem wir die Construction in der Ebeno ausbreiteton; fiir die Dar- 
stollung dor Functioncn zweier Variabelen waren drei Dimonsionon 
notbig, und mithin wtirden zur Construction der Functioncn von drei 
odcr mobreren Variabelen vier oder noch mobr Dimensionen dcs Rau- 
mes crfordcrlich worden, die far uns wenigstons niebt existiren. llier 
wird also der Calctil dor Anschauung iibcrlcgon, oin Phanomon, wel- 
ches man oftcr zu boobaebten Gdogenheit findon wird. 

Capitel II. 

Die Grenzwerlhe der Functionen. 

§• 5. 

BogrilT dor Gronzo. Boispiolo. 

Da in cincr Function die veriinderlichc Grofsc allc moglicbcn 
Wcrtbc annebmon darf, so kann man diosolbc aucb auf die Weisc 
sicb verandern lasscn, dais sie von irgend oinor Stellc an sicb bc- 
standig vergrofsert und grofscr als jede angebbaro Zahl worden kann. 
Hiordurch wird nun aucb cine bcstilndige Vorandorung in den Wer- 
then der Function lierbcigefuhrt werden, die sicb bci dor unbestimm- 
ten Allgemeinheit, wclclic in dem Begriffc dor Function liegt, scblecbt- 
hin niebt angeben lasst. Ein Fall abor bedarf ganz besondcrer Auf- 
merksamkeit. Es kann namlich vorkommen, dafs die Function sicb 
mehr und mclir oiner bostimmten Grenze nabert, wenn die in ilir 
cutbaltenc Variable fortwitbrend ins Unbcstinunto binaus zunimmt. 

Dicfs ist z. B. der Fall bei der Function Diesc nimmt fortwah- 

X 

rend ab, wenn x wdcbst, und zwar kann ibr Worth kloiner als joder 
nocb so klcine beliebige Brucb p werden, sobald man nur x > ^ 
nimmt; man sagt daber: „bci unondlieb wacbseuden x convorgirt \ 

gegen die Null" oder: „fur x — oo bat - die Null zur Grenze." 

Der letztero Ausdruck lasst sicb dadurcli in Form einor Gleicbung 
darstcUon, dafs man die Worte „Grenzwortli von" irgendwie abktlrzt, 
und cs ist tlblicb, dafttr die Sylbo Lint. (Abkiirzung von Limes = 
Grenze) zu braueben; der vorigo Satz wird dahor gcscbricben 

Lim - =3 0, fur a? sse OO 

x 

Schltfmiloh alffebr. Analysis. 0. A ail, 


2 
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Hieraus folgt z. B., dafs dcr etwas zusammengesctztere Ausdruck 

a 4- - gegen die G-renze a convcrgirt, d. li. 



tfberhaupt bedeutet die Gleichung 

Lim f(x) = a, = oo, 

dafs dcr Unterschied zwiscben der Function f(x) und dor Constanton 
a kleiner als jede angebbare Zabl gemaclit werden kann, wetm man 
x ins Unendliche wachsen lafst. Um den lctztorcn Zusatz zu ernpa- 
ren, werden wir niclit selten cine uncndlich wachsende Zabl durcli 
einen der Buchstaben a, t, io bezoicbncn, mitliin slatt dcr vorigeu 
Gleichung kilrzcr Lim f{a>) — a scbroibcn. 

Setzt man ^ = d, so ist 8 oinc gogon die Null convergirendo 

Zahl, und an die Stcllc von f{iS) tritt cine Function von <V, wolcho 
F(d) heifscn mogo. Man liat jetzt die ueue Gleichung Lint I'\3) —■ a, 
welche sagt, dafs dcr Unterscbicd zwisclien F{3) und a kleiner als 
jede angebbare Zabl gcmacbt worden kann, wonn 3 die Null zur 
Gronze liat*). 

Wir geben zunitcbst cin paar cinfaclie Beispiolc von Grenzbo- 
stimmungcn. 

a. Sucbt man die Gronze, welcber sicli dcr Bruch 


b a 

a - f- a> 

bei unendlich wacbscndom to niihcrt, so kann man zwoi Wage gehen. 
Man beuutzt cntwedcr die identisebe Gleichung 

b -f- to ^ b — a 

« -J— o> ~ a -j- a 

und beaebtet, dafs der letztc Bruch einen constanton Zahler und 
einen unendlich wachsenden Ncnnor besitzt, dafs folglieh sein Worth 
gegen die Null convcrgirt. Oder man dividirt Ziilder und Nenner 
des gegobenen Brucbes mit w und erbillt 



b -J” oo 
a to 


b — — (— 1 
co 

(i — —j— 1 
co 


bil -|- 1 
aS +• l’ 


*) Dio Lehro von don Gronssworthcn iat bciml'rt oinor strouijnrmi lioKriliiduujt dor 
hohoron Analysis vou L’H uilior oiugofiiUrt wovden in deni World* Krpmitio tintii iitmis 
principioncm calculi (VtfwetUialix ct inleijm&ti. Tu))iii(?!i«, 1700; Hm> Aiihldldiinf? 

verdankt sic Imuptsiiclilich Cauchy; s. doason Otwrx iCtauilgsc ntui'Mi/itc. I'nris, l«Bl. 
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wo S die Null zur Grouzo hat. Auf beidon Wogon gclangt raau zu 
dem Eesultatc 


1) 


Lim 


b -j— CD 

a + a) 


wolclios sich loiclit in Worte fassen liifst. 

b. Es sei zweitens die Grcnzc zu bestiramen, gegen welche die 
Diflcrcnz 

l/(B -f- a — "j/w 

convcrgirt, woboi die Wurzeln im absoluten Sinne genommen werden 
miigen. Die gesuchto Greifse liifst sich hicr mittclst dor Bemerkung 
findon, dafs die obigo Diflcrcnz gleich ist dem Bruche 


Of 

ymr+n + y^ > 

der zufolge des constantcn Zalilcrs und dcs unendlich wachsendcn 
Nenners die Null zur Grenze hat; cs ist also 


2) Lim ('j/ <u •+- « — V«) = 0. 

Fur co — x* — a*, « = a 2 folgt hieraus cine bokannte Eigensckaft 
der Hyperbel. 

Auf ganz ahnliclie Weise kann man den Gronzwerth von 
yea (w + a) — w 

ermitteln. Zunilchst ist diesc Diflcrcnz 


— (V® + « — y®) 

y© -y a + y© 

und wenn rcchter Hand Ziihler und Ncnncr durcli yea dividirt wer- 
den, so entsteht dio ncue Form 


a 

V 1 + a + 1 

llier bleibt der Ziihler constant, wiihrend der Nenuer gegen die Grenze 
yi'-f 6 +■ 1 = 2 convcrgirt; es ist daher 
3) Lim jy« (ca -j- cj — oa| = 

Audi dieser Gleichung liisst sich fiir a = x, a = 2 a ciu geometri- 
sclier Sinn miterlegen, der auf die llyperbel Bezug hat*). 


*) Bovor dio Thoorio dor Gronzwortlio begriindot war, pflegte man Gleicliungen 
wio No. 2) folgondormaafsen abzuloiton: „Dic ondlioho Griifso a vorschwindei gegon 
das unondlich grofso co, inithiu ist 


o) y a — ** — • v^c4 « o.« 
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Nach dem Begriffe des Grenzwerthes kann jede der Grofsen 3 y , 
d 2 , ... d m beliebig Hein gemacht, mithin soweit vcrringcrt wcrdon, 
dais ihr Werth zwischen — q und + q liegt, wo q eiuc willkiirlich 
gewahlte Heine Zahl bedeutet. Die Summe 

3) 

ist dann zwischen — mq und + mQ enthalten, und da sich untcr der 
Voraussetzung eines unveranderlichen m auch das Product mq durcli 
hinreichend Hein gewahlte q beliebig weit verringern Mst, so folgt, 
dais das in No. 3) verzeichnete Aggregat sich der Grenzo Null uahert. 
Yon der Gleichung No. 2) bleibt nun iibrig 

4) Lira [qo^ar) ± <p 2 (x) + <p 3 (x) + . . . + q» m (*>| 

— a i +°2 db a s + ••• 

— Lim <f x {x) + Lim qn a (x) + Lira g> s (x) + . . . + Lim <p m (x). 

Dicse Gleichung zeigt, wie man den Grenzwcrth cincr Function fin- 
det, die aus einer endlichen Mcnge anderer Functiouen durcli Ad- 
ditioncn Oder Subtractionen zusammengesctzt ist. Es besteht abor 
dieses Theorem im Allgcmeincn nicht mohr, wenn die Anzahl jenor 
Bestandtheile unendlieh grofs ist, donn es konnte dann selir wold soin, 
dafs die Summe d x ±d 2 +d 3 + etc., die nun aus emor unondlichen 
Menge abnehmender Grofsen besteht, sich einer von Null vorschiede- 
nen Grofse naherte. 

II. Die Aufgabe, den Grenzwcrth eines Productcs zu finden, 
lafst sich leicht auf die vorige zuruckfiihrcn. Aus 

9>i0*0 9> 3 (*) • • • 9>m(*) 

— ( rt l ■+• ^l) ( a S + K+y • • • ( a m + 3 m ) 
folgt namlich, indem man bciderseits die Logarithmen uimiut, 

log [cp^x) g> 2 (*) <p 3 (x) . . . «?„(*)] 

= log (a x + S x ) + log (a 3 -f- 8 2 ) + ( a :i 4" ( rt m -|- 8 m ) 

nennen wir die linkc Seite fix), so ist dureh Cfbergiuig zur Grenzo 
Lim f(x) — log a x + log a 2 -j- log a s - |- . . . -f- log a m 
= log (a* a 2 a 3 . . . a m ) 

mithin 

A* ) = lo S («i « 2 « 8 • • • O + 8 

wo e cine Grofse bezeichnot, wclche beim Grenzeniibergange vorschwin- 
det. Bezoichncn wir mit B die Basis des logaritluuischen Kystemes, 
so folgt weiter 

Bf( x ) z=s ( tf i «a . . . am) + * 
oder vermoge der Bcdeutung von f(x) 

9>i(*) 9a (*) 9i( x ) • • • 9 m { x ) — a i a 2 a a . . . a m . IS s 
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Bohn Oborgango zur Gronzo vcrwanddt sioli B s in JE#° ===== 1 und cs 
wird jotzt 

5) Lim <p a (j) ( p.,(x) . . . <p m (x)\ = a 1 a s a 3 . . . a m 

= Lim w ( (x) . Li m. <p a (.r) . Lim ip ; 1 (x) . . Lim rp m {x) 

d. li. dor Grenz worth oinos Produetos ist das Product aus dou Graiz- 

worGion dor oinzolnon Factoren. In dor An won dung auf das ini An- 

fango gonamito Boispiol ist also 

, . / x \ , . x „ It 

Liw I — - — . are fan x I = Lim - - , — . Lim are fan x = 1 . — 

V I -J— / 1 -f- x 2 

Dock muls liior wiodorum bomorkt wordcn, dafs dor in No. 5) aus- 
gosproclicno Satz nur ftir oino ondlicho Anzalil von Factoron Gullig- 
koit bositzt. 

III. Boi dor Division ist die Sadie ganz tiluilicli; aus Lim (p(x) — a, 
Lim ip(x) = l folgt mimlicli 

b -j- a b as — bS 

g>(x j %+ i> a a[(i + d ) 

und durch Ubcrgang zur Gronzo 

<i) u. m 

' qp(x) a Lim <p(x) 

was dom Friilioron viillig analog ist. 

IV. Urn don Graizworlh dos zusanunongosotzton Ausdrucks 

<p(x ) M*) — (« 4 . d) 1 ' + s 

zu bostiinmon, nobmo man boidorsoits dio Logaritlnnon dor Basis li; 
dami ist 

%;• L<K*) = (* + 0 % (n + S) 

llozoidmon wir dio linko Soito l'ftr don Augenblick mit /{x), so folgl 

Lint J\ x) bbs b log a 

mithin 

J\x) = b big a + £ 

wo C oino beim Gronzoniiborgango verscbwindoudo Griilso ist. Man 
hat nun woitor 

lifw = ifi ‘«e “ . i)t 

odor vermbge dor Bodoutung von f(x) 

<p{x) M') .= „I> . lit 

und bioraus folgt durch Ubcrgang zur Gronzo 
7) Lim |_ 7 '(j.') W 1 *’} = n h — [ Lim <p[x)] r ' !m ’K*) 

V. Solir hiiiitig bonutzt man zu Grenzbostimmungeji folgondon 
Batz : wonn dio Function f(x) zwiscbon <f(x) mid t p(x) liogt, also dio 
Ungloiclnmg 


9 >(*) >A*) > f(x) 



24 Cap. II. Die Grenzwertiie der Functionon. 

stattftndet, und sicli (p{x) sowohl als tf>(x) oincr und dcrsdben 
Grenze Jc naliert, so ist auch Lim f(x) — Jc. 

Diefs folgt leicht aus der Bemerkung, dafs cine zwischon A und 
B liegende Zahl M, (A> M"> B) jederzeit untcr der Form 

+ q (A—B) 

dargestellt werden kann, wo q einen positiven echtcn Bruch bezcick- 
nct. Man kann daher auch 

f[x) = 1p(x) + Q #*)] 

sctzen, und es folgt nun durch Uborgang zur Grcnzc, wegcn Lim q*(x) 
— Jc und Lim tp(x) = Jc, 

Lim f{x) = k 

wie behauptet wurde. Beispicle hicrzu wird man in den niichston 
Paragraphcn finden. 

§• 7. 

Grenzbcstimmungen an Potenzon, 

Die Untcrsuchung, wclche wir fiber mchrore aus dor Fotenz ent- 
springendc Grenzwertiie anstellcn werden, beruht auf cinigen solir 
cinfachen Grundformeln, doren Entwickolung wir vorausschicken. 
Bekanntlich gilt far- ganze positive m die idontischc Gleichung 

a m — b m 
a — b 

— a®- 1 + a m ~ s b + a 1 ”- 3 h* + . . . + a* b m ~ 3 + ab m -* + 
in welchor rcchtcr Hand m Summandcn vorkommen; ist nun a"> &:>(), 
so wii-d die rechtc Scitc zu grofs, wenn man statt b uberall a setzt, 
mithin ist 

„ m h m 

1) _____ C ma m ~\ 

dagegen wird die rechtc Seite zu kloin, wenn man Ubcrall b an die 
Stello von a treten lafst, d. h. 

n\ — 4“ , , 

2) r- > mb” 1 - 1 . 

a — b 

Multiplicirt man die Ungloichung 1) mit deni x>ositivcn Factor « — b 
und vereinigt nachbor diojenigen Grofsen, wclche den gomoinsehaft- 
lichen Factor a® -1 cnthaltcn, so orhalt man 

3) [a — m (a — b ) ] « m_1 < b m ; 

durch cine ganz fihnliche Rcchnung zieht man aus No. 2) 

4) a m > [4 + m ( a — b )] b m ~\ 

Untcr der Yoraussetzung, dafs a — m (a — b) cine positive Grofse 
ist, kann man die Ungleichung 3) mit a — m (a — b) dividiren; diefs 
giebt 



Cap. II. Dio GronzworUic dor Functionon. 

b m 


25 


a m ~ 1 < 


woboi die Bodingung 

a y? m (a 
fcstzuhalten ist. Setzt man m 
5) «» < 


(a b) 


b ) odor b > a 


m 


■ n 4- 1 , so wird 




«> b > 


a. 


a — (« -f- 1) (a — b)' ~ ^ n -f- 1 

Aus (lor Ungloichung 4) crlhilt man, wenn der Symmetric wegen n fur 
m geschricbcn wird, 

G) a n y* \b n (a — 5)]6 n—I , a b. 

JDiefs ist der Apparat, dessen wir fur das Folgende bedtirfen. 

Die erste Aufgabe sci, den Grenzwerth dos Quotienten 

3 

fur den Fall zu bestimmen, dafs S gegen die Null convergirt, wah- 
rend fi einon gegebonen constanten Worth bohiilt. Wollte man go- 
radezu 3 = 0 setzon, so wiirdc man zu dem Ausdrucke -g gclangcn, 
dor bokanntlieb (dem Bogrilfe dor Division gemilfs) jodo boliebige Zahl 
bcdcuton kann, und womit man nur erfahrt, dafs joner Grenzwerth 
irgend cine Zahl scin wird. Dio Sache bedarf dalior ciner gcnaucren 
Untersuchung. 

Es sei zuniiclist 3 positiv und // cine ganzo positive Zahl = n. 
Man kann in diosem Fallc die Unglcichungcn 5) und G) fiir a = 1 + 3, 
b — 1 benutzen, nur mufs 

scin; darin liogt aber koine Bcschrankung, wcil 3 gogen die Null 

convorgiron soli und daher gloich anfangs C - genommen werden 

darf. Man hat jotzt bei Zusammcnstellung der genannten Unglci- 
chungcn 

7 ) rl—s > C 1 + *)” > 1 + nS 

mithin durch Subtraction der Einhcit und Division mit 3 


(1 -f 3)" — l 


> »; 


I — 7/3 6 

hicraus folgt, wenn 3 gogen die Null convergirt, 


8 ) 


Lim 


(1 4- 3 )« — i 
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Es sei zweitens p ein positivcr Bruch =-|, wobci p und q gauze 

positive Zahlen bedeuton. Da S als positiv vorausgesetzt wird, so 
botragt der absolute Werth von 

(1 + 8)j = y(l + 8)v 


mehr als die Einheit und man kann folglich 

(1 -|- = 1 -f- 8 

setzen; die GrOfse e kennt man nicht genaucr, dock weils man von 
ilir, dafs sic positiv ist und dais sie gleickzcitig mit d gegon die Null 

p 

convergiren mufs, weil 1? — 1 ist. Aus der vorigeu Gloichung or- 
halt man 


(1 + 8)p = (1 + s )? 

femer durch boiderseitige Subtraction dor Einheit und (lurch Division 

(1 + — l 

(1 + ,), _ i - x * 

Zufolgc diescr Gleichungon ist nun 

(1 + d)| — l _ £ _ s (1 + 8) p — 1 

8 ~ 8 ~~ 6 (1 +'*) 7 — l 

oder aucli 


(1 + d)l> — 1 

(1 + 8 ) 5 - 1 _ “ 3 

8 (±±J)*~ 1 

£ 

Bei versekwindenden 6 nahert sich dor Ziihlcr des reel its stoluuulou 
Doppolbruchcs der Gronzo p; (la gleiclizoitig e gegon die Null oon- 
vergirt, so hat der Nenner die Zalil q zur Greuze, mitliin ist 

him -C 1 . + = l. 

8 q 


Indcrn man dieses Rcsultat mit dem untor No. N) erluiltenon voreinigt, 
gelangt man zu dem Satzc, dafs die Gloichung 

0) Lim — — l 


fiir jedos positive und rationale l gilt. 

Da man sich irrationalcn Zahlen durch rationale Brliche (Decimal- 
briicho) beliebig writ nahern kann, so ist zu orwarten, dafs die Kor- 
mel 9) auch ftir iiTationale l riclitig bleiben wird. Diels kann aucli 
apagogisch bewiosen werdeu. Bozeichnet namlich x cine irrationale 
positive Zahl, so wiirde, falls die Gloichung 
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10) Lm O . + ff- l = x 

liiclvl geltcn solltc, roclitcr Hand entwcder mehr odor wcniger als x 
vorhandcn scin miisscn. Soi nun erstens 


, . (i + sy — i 

Lm - 5 — X + a 

0 

uud a cino positive Griifso, so lafst sicli zwischen x und x -f- a im- 
mcr einc rationale Zalil A einsclialten, und dann ist x < A, feruer 

(i + sy < (i + s)\ 

(i + sy - i ^ (i + 5 )* - i 
s ^ s 

luitliin beirn tJbergange zur Grenze 

, . (i + sy — i 

Lim i ^ < A.; 


diesc I'olgerung widerspricht aber der Amialime, dafs dor fragliclio 
Grenzwertb = x a d. li. A soi. Wt tro zweitens 


r . a + sy — i 0 

Lm - — ■ — i — v, — p 

o 

uiul ft i)ositiv, so liifst sicli zwisdien x — ft und x wieder einc ratio- 
nale Zalil A einsclialten, und es ist x ;> A, ferner 

(1 +*)»- ! _ (1 + «)* 
tf ’ 8 

uud durcli tfbergang zur Grenze 

(i + sy — i , 

diese Folgcrung widerspricht aber der Annahmo, dais dor fragliclio 
Gmizwertli — x — ft d. li. < A soi. Doinnacli kann jenor Grenz- 
wertli weder mchr noch weniger als x botragen; die Gleicluuig it) gilt 
also fiir jodos positive A. 

1st feruer der Exponent /.i eino negativo Zalil = — A, so hat 

man 


(l + 8)~i - i 

8 


(i + sy 


— i 


8 


<L i. 


i_— (i-H^ 

s (i + ~sy 


('1 + 8)- x — 1 _ _ (1 + S) x — 1 1 

"s'" s (T+ sy ; 

wegon des an sich positiveu A convorgirt der ersto Bruch redder Hand 
gegen die Grenze A, der zweite gegen die Einheit, mithin wird 
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Einbeit differircn, n&herungsweis Wurzeln beliebigor Grade zu zieben. 
So ist nach dieser Formel 

yr.0008 = 1,0004, 
was mit dem genaueren Wertlie 

\/T^0008 = 1,00039992 

sehr gut iibereinstimmt; bei feleineren d wird selbstverstandlicb die 
Genauigkeit grofser, z. B. 

8 

y 1,00009 = 1,00003 

statt 

3 

yi, 00009 = 1,0000299991. 

Mit einer Modification kann dieses Verfahren aucb bei Wurzeln 
aus grofsen Zahlen angewendet werden, sobald der Radicand nahe an 
einer Zahl liegt, deren Wurzel schon bekannt ist So differirt z. B. 
7564 nur uxn 5 von der naebsten Quadratzahl 7569 = 87 s , daher 

y7564 = y7569 — 5 = ]/ 7569 (l — 

= 87 fl — i = 86,97126437, 

V 2 7569/ ’ 

was mit dem genaueren Wertlie 

y7564 = 86,97125962 

auf fiinf Decimalstellen ubereinstimmt. 


§• 8. 

Die Exponentially fsen und Logarithmen als Grenzwerthe von Potenzen. 

I. Benutzt man die im vorigen Paragraphen abgeleitete XJn- 
gleichung 

jn+l 

T)' 

fiir den Fall 

l ... 1 


1) 


a n < 


« — (« + !) (« 
a, = 1 — {— 




n + 1 


*-i+: 


n 1 n + 1 

welcbor der angegebenen Bedingung genugt, so erhMt man 

Fiir n =» 1, 2, 3, 4 etc. giebt diese Ungleichung 

0 + 1) 1 < (* + 1 ) ’ < 0 + s) 1 < (■ + 1) ‘ • 
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Lim 


(1 + 




Indem man dieses Resultat mit dem unter No. 9) erhaltcnen vercinigt 
gelangt man zu dem allgemeinen Satze, dais die Formcl 

(1 + Sf — 1 


ii) 


Lim 


8 


fttr jedes reelle gilt mit alleiniger Ausnahme des Fallcs u = 0. 

Wir haben bisher 6 immer als positiv vorausgcsetzt und wollen 
nun nocb untersucben, wie sich die Sacbe bei nogativcn d gestaltet_ 
Lassen wir zu diesem Zwecke — S' an die Stelle von d tretou, so 
wird der fraglicbe Quotient 

(l — ay — i _ i— (i— ay 
— S' ~ 8 

wo S' an sich positiv ist Unter der gemachton Yoraussetzung hat 
der Ausdruck 

i — b 

die Null zur Gronze und man kann daher statt S' die ueuc Grbfse & 
einfiihren, indem man 

9 


8 


1 + 


substituirt; diefs giebt 

(l _ gy _ i _ 1 ~ (f+a) _ (i 4-^ — 1 


— 8 


d- 


& 


(l + &)?■ 


— l 


1 +» 

Rechter Hand nahert sich der erste Bruch der Grenzc /.i, der zwcitc 
der Grenze 1, mithin ist 

(i _ ay — i 

Lim i -fj, = ft, 

und daraus geht hervor, dafs die Formel 10) auch fur negative S 
richtig bleibt. 

Eine naheliegende einfache Anwendung dicsos Satzcs ist folgende. 
Wenn d einen sehr kleinen Bruch bezeichnet, so inufs wenigstcns 
naherungsweis die Gleichung 

(1 + _ i 

= n 

stattfinden; daraus ergiebt sich 

(1 + 5)P == 1 -(- p8 

und liegt hierin ein Mittel, urn aus Zahlen, welche wenig von der 
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Einheit differiren, n&herungsweis Wurzeln beliebiger Grade zu ziehen. 
So ist nacb dieser Formel 

VXooos = 1,0004, 
was mit dem genaueren Werthe 

yX0OO8 == 1,00039992 

schr gut ubereinstimmt; bei kleineren d wird solbstverstSndlick die 
Genauigkeit grofser, z. B. 

s 

yi7O0OO9 = 1,00003 

statt 

8 

yi^00009 = 1,0000299991. 

Mit einor Modification kann dieses Verfahren aucb bei Wurzeln 
aus grofsen Zahlen angewendet werden, sobald der Radicand nabe an 
ciner Zabl liegt, deren Wurzel sckon bekannt ist So differirt z. B. 
7564 nur um 5 von der nachsten Quadratzakl 7569 = 87* , daher 

1/7564 = 1/7569 — 5 = ]/ 7569 ( \ — 

= 87 (l — i \ = 86,97126437, 

V. 2 7569 / ’ 

was mit dem genaueren Werthe 

1/7564 = 86,97125962 

auf fiinf Decimalstellen ubereinstimmt. 


§• 8 . 

Die Exponentialgriifsen und Logarithmen als Gronzwerthe von Potenzen. 

I. Benutzt man die im vorigen Paragraphen abgeleitete Un- 
gleichung 


1) 


a* <C 


b”+i 


a — (« + 1 ) (« — £)’ 


« > b > 


n + 1 


far den Fall 


1 + 


* = 1 + 


n ' n 1 

welchor der angegebenen Bedingung geniigt, so erhaJt man 

2 ) 

Fur n 


v«+i 


1, 2, 3, 4 etc. giebt diese Ungleichung 



30 


Cap. II. Die Grenzwerthe der Funetionen. 

d. h. mit anderen Worten, die Potenz ^1 + wachst fortwahrend, 
wenn © das Gebiet der natiirlichen Zahlen durchlauft. 

Die Ungleichung 1) liefert weiter fiir a 

0+5/ ' 

und durch Erhebung aufs Quadrat 


l + 2^> ^ = 1 j n=p 


< 2 


(*+&' 


< 4 . 


Um so mekr ist nun nacli Nr. 2) 

yr-i 


es mag also m eine gerade oder eine ungerade Zahl sein, jeden- 


falls betragt 


w( 1+ 5 )' 


weniger als 4 Demnach wird der Ausdruck 


^1 4 - trotz seines fortwahrenden Wachsthums, nicbt unendlicb 

grofs; er mufs sicb folglicb einer bestimmten Grenze nahern, die 
> 2 und zugleich < 4 ist. Man bezeicbnet diese Zahl mit e, wobei 
cs vorlaufig nicbt auf ibren genauen Wertb, sondern nur darauf an- 
kommt, dafs die genannte Zabl existirt; es ist mithin fur ganzc po- 
sitive unendlich werdende a 


3) 




Venn c o keine ganze, aber wenigstens eine positive Zahl ist, so 
kann man burner zwei auf einander folgende ganze positive Zahlen 
a und %= a + 1 angeben, zwischen denen m liegt; man hat dann 


mithin auch 


l +] > 1 > l +7 

O CD T 


o+;r> (*+?)•>(>+ 9* 


Femer l&fst sich a unter der doppelten Form oi = a + a und a — 
r — p darstellen, wo a und /? positive echte Bruche sind, die sich 
zur Einheit ergttnzen und auf deren Werthe es nicht weiter ankommt; 
die vorige Ungleichnng wird nun zur folgenden 

c i , iv^r, , 


i y-P 
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K 1 +;)'] * ^ C 1 + ;)" ? [(* + 9*] '■ 

Zugleich mit co wachsen auch die einschliefsenden ganzea Zahlen a 
und t ins Unendliche; die Ausdracke ^1 + und ^1 + ^J r con- 

vergiren nach No. 3) gegen die gemeinschaftliche Greuze e, und ^ 

sowie ^ haben die Null zur gemeinscbaftlichen Grenze. Nacb alien 

diesen Bemerkungen folgt, dafs die Gleicbung 

4) “»[(> +;)*] — 

auch fur nicht gauze positive unendlich werdende a gilt. 

1st to eine negative Zahl, so kann man co = — (p + 1) se’tzen, 
wo q eine positive unendlich wachsende (ganze oder nicht ganze) Zahl 
hedeutet; man hat dann 

( . . 1\“> (, 1 Y-(* + D (, . IV (, . n 


Der erste Factor rechter Hand nahert sich der Grenze e, der zweite 
der Grenze 1, mithin folgt wieder 

5) Lim [(i = 

Die bisherigen Resultate zusammengenommen fiihren zu dem all- 
gemeinen Satze, dafs die vorstehende Gleichung fur jedes irgendwie 
unendlich werdende reelle w giiltig bleibt. Nicht selten stellt man 
die Formel 5) in einer anderen Gestalt dar, welche durch die Sub- 

i • i i * 1 » Leli l'.l. 


stitution 


3 entsteht: man erhalt n&mlich 


[(1 + <5)«] = e, 


und hierin hedeutet 3 eine irgendwie gegen die Null convergirende 
Zahl. 

Behufs der numerischen Berechnung von e ist es gut, immer je 
zwei Zahlen angeben zu konnen , zwischen denen e enthalten sein 
mufs. Aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen Ungleichung 

r ^XH-«) n > i + *« 

folgt nun, wenn d = i gesetzt und Alles auf die ¥ e Potenz er- 
hohen wird, 
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und bei unendlich wachsenden n 

Dabei 1st h eine mllkilrliche positive Zahl, die freilich sehr grofs 
genommen werden mufs, wenn man einige Genauigkeit verlangt. So 
ergiebt sich z. B. f(ir h — 1000 mittelst der logarithmischen Tafeln, 
dais e zwischen 

/'1000'\ 1000 /'lOOl'v 1000 

(w) =^ 196md (l5M) = 2 ' n, ° 

liegt, mitbin ungefahr = 2,718 ist. Ein viel bequemeres Mittel, um 
e mjt grofser Genauigkeit zu berechnen, werden wir spater zeigen. 

Es lafst sick nun aucb der Grenzwertb des allgemeineren Aus- 
druckes 



auffinden, worm e eine beliebige reelle Zahl von endlicher Griifso 
bezeichnet. Der Bruch - w&chst namlich gleichzeitig mit co ins 

Unendliche, und daher ist, wenn - = co' gesetzt wird, 

0+3*-0+ir-[0+aT' 

hieraus folgt durch tlbergang zur Grenze f(ir unendlich werdende co 
und co* 

8)*) Lim ^1 + ^) ra ] = «*• 

*) Es lfi&t sich dieser Formel eine sehr anschanliche Seite abgewinnen, wenn man 
die Lehre von den zusammengesetzten Interessen damit verkniipft. Bezeichnet nfimlich 
* die Zinsen des Capitals 1 auf ein Jahr , so ist bei einfachen Interessen das Capi- 
tal K in einem J&hre anf K (1 z) angewachsen. Werden dagegen die Interessen in 

Terminen von — Jahr zum Capital geschlagen und mitverzinst, so ist der Werth des 
Capitals K am Ende des ersten tn-tel Jahres — K (>+■:)■ am Ende des zweiten 

jw-tels = K o+=y , am Ende des dritten m-tels = K ^1 -f- — u * s * *•» 11X11 
des ganzen ans m gleichen Theilen bestehenden Jahres also 
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Beachtet man, dais linker Hand eine Potenz, rechter Hand eine Ex- 
ponentialgrofse vorkommt, so liegt Merin ein bemerkenswerther Satz, 
dessen wortliche Fassung keine Schwierigkeit bietet. 

Um dieses Resultat zu Yerallgemeinern, denken wir uns die Zahl 
e als Basis eines logarithmiscben Systemes; diese Logarithmen heifsen 
natlirliche und werden entweder durch Hog, oder log nat oder am 
kurzesten durch ein blofses l bezeichnet, wonach immer ef z = Z ist. 
Demgem&Ts hat man 

e la = a , e * la = a * ; 

setzt man daher in der Formel 8) z = xla, so ergiebt sich 

9) ^ w [(i + ir)“] = 

In Worten heifst diefs: jede Exponeutialgrfifse kann als 
Grenzwerth einer gewissen Potenz angesehen werden. 

n. Bezeichnet 9 irgend eine gegen die Null convergirende Zahl, 
so hat aft die Einheit, aft — 1 die Null zur Greuze und man kann 
daher 

a 9 — 1 = 5 

setzen, wo 5 gleichzeitig mit 9- verschwindet. Aus der vorstehenden 
Gleichung folgt 

& == Hog (1 + 5) 

mithin ist 


aft — 1 5 1 1 

& Hog (i+5) Hog (i + 5) r rf 

5 “%L(l+5)5_ 

Durch tlbergang zur Grenze far gleichzeitig gegen die Null conver- 
girende 9 und 8 gelangt man zu der Formel 


10 ) 




L&fst man nun m beslfindig wachsen , so werden der einzelnen Termine immer mehr 
und die Zeiten zwischen ihnen immer kl einer, und geht man zur Grenze f&r unendlich 
wachsende m iiber, so giebt jetzt 

denjenigen Werth des Capital es an, welcber entsteht, wenn stetig nacheinander die in 
jedem Augenblioke gewonnenen Interessen sogleich zum Capitals geschlagen und mit 
verzinst werden. Man kann daher sagen: eine Grofse, welche in einer gewissen Zeit 
bei einfachem Wachsthum von K bis K (l -J- z) zunimmt, wfichst in derselben Zeit auf 
Ee % an, wenn das Wachsthum so geschieht, dafs in stetiger Folge jeder bereits erzeugte 
Theil gleichm&fsig wieder neue Theile erzeugen hilft. Das Erste entspr&che ungefShr 
einer unorganischen Anh&ufung , das Zweite einem organischen Processe. 

ScUBmilch algebr. Analysis. 6. Aufl. 3 
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Tunft bessere Gestalt erhalt dieselbe durch folgende Bemerkung. 


Aus der Gleichung 


Aa 


ergiebt sich, wenn beiderseits die Logarithmen des Systemes rait der 
Basis n genommen werden, 

la . a log e — a log a — \ 

mithin 

a log e == ■— oder tt“ — = l«, 

6 la Hog e 

mithin ist durch Substitution in No. 10) 

11) Lim - — - = la. 

Auch dieses Resultat lafst sich verallgemeinem. Man hat nam- 
lich die identische Gleichung 

5^—1 




& 


-O’ 


— 1 




& 


in dem Doppelbruche rechter Hand nahert sich der Nenner der 
Grenze la, der Zahler der Grenze Iz, folglich wird 

z 9 — 1 _ h 
la' 


12 ) 


Lim 


a?—\ 


Nimmt man femer von beiden Seiten der identischen Gleichung 

e h = a lo O * 

die naturlichen Logarithmen, so erhalt man 


13) 


Is = Hog s . la Oder ^ = Hog 3, 


und durch Substitution hiervon in No. 12) 


14) 


Lim 




— 1 


= Hog z, 


d. h. Jeder Logarithmus lafst sich durch einen gewissen 
Grenzentibergang aus der Potenz herleiten. 

In den gegebenen Formeln liegen die Mittel zur Berechnung der 
Logarithmen beliebiger Systeme. Statt der Gleichung 

z s -1 

Lim = Is 

0 

kann man namlich auch die folgende bonutzen, worm ^ « gesetzt 

worden ist 
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und wenn man tier flir a eine moglichst grofse ganze Zahl n nimmt, 
so mufs n&herungsweisfi 

16) Is = n (y£ — l) 

sein. Urn die verlangte Wurzelziehung direct ausftihren zu konnen, 
wahlt man fur n eine Potenz der 2 etwa n=2 p ; man erhait dann 

n_ 

y», indem man jj-mal nacheinander die Quadratwurzel auszieht. So 
findet sich z. B. fur «=7, jp = 11, n = 2048 , also durch llmalige 
Quadratwurzelziehung, dafs die 2048 5te Wurzel aus 7 gleich 1,00095 
ist; vermindert man diese Zahl urn 1 und mnltiplicirt den Best mit 
2048, so erhait man naherungsweise 17 = 1,9456, wahrend der ge- 
nauere Werth von 17 = 1,94591 ist. Nachdem man auf diese Weise 
eine Tafel der natiirlichen Logarithmen berechnet hat, benutzt man 
die Gleichung 13), urn hieraus die Logarithmen jedes anderen Syste- 
mes herzuleiten; es ist namlich 

17) Hog 1 . lz. 

Der constante Factor womit die natiirlichen Logarithmen multi- 

plidrt werden miissen, ton sie in kiinstliche zu verwandeln, heifst 
der Modulus fiir die Basis a und wird nicht selten durch M a be- 
zeichnet. Fiir das gewohnliche Logarithmensystem ist a = 10; nach 
Formel 16) findet man 1 10 = 2,3026, mithin ist der reciproke Werth 
hiervon Jf 10 =0,43429. Multiplidrt man damit den vorhin gefun- 
denen Werth von 17, so erhait man log 7 = 0,84509 iibereinstim- 
mend mit den Tafeln*). 

IEL Der vorige Gedankengang lfifst sich auch umkehren d. h. 
man harm die Gleichung 11) direct beweisen und daraus die Formel 
5) herleiten. Bei der Wichtigkeit, welche die erhaltenen Resultate 
fQr die algebraische Analysis besitzen, ist es vielleicht nicht iiber- 
fliissig, dieses Yerfahren naher zu erortem. 

Aus der bekannten , fiir a > i geltenden Ungleichung 

(» + 1) a"> — a — b'~ >( n + 1 ) 

*) Das obige Yerfahren ist trotz seiner Miihseligkeit von den Erfindern der Loga- 
rithmen praktisch angewendet worden. S. Neper (Lord John Napier), Mirifici log<u 
rithmontm canonis description Edinburg 1614 ; Briggs, Arithmetica logarithmica, 1624. 
Vergl. K lug el’s Mathom. Wdrterb. Bd. HI, S. 548 — 550. 


3 * 



36 Cap. II. Die Grenzwerthe der Punctionen. 

erhalt man mittelst der Substitutionen 


n-{- z 


b = l. 


“ — I — 

n -j- 1 

wobei die Bedingung a,y> b dnrch z > 1 ersetzt wird, 

oder nach Weglassung der Einheiten und Ausziehung der (n + l) te “ 
Wurzel 


n + s ^ „«fe 

n + 1 ^ * ’ 


18) 

Nimmt man zweitens 

a — l , 


b = 


s > 1. 


n-\-s 


n 4-1’ 

indem man a <C. 1 voraussetzt, um 5 < a zu erhalten, so findet man 


l — z> l 


__ r«+«v +1 

\n+l) 


oder 

19) 


71 + s ^ .fife 


= < I- 


Die Ungleichungen 18) und 19) zusammen beweisen, dafs die 
Relation 


20 ) 




n -|— 1 

far jedes positive, von der Einheit verschiedene a besteht. Mittelst 
der Substitution 

y 


folgt daraus die neue Gleichung 

21) »x*+y>(« + l) (xy)”* 1 

welche fflr alle positiven x und y gilt, und nur in dem Falle x—y n 
zu einer Gleichung wird. 

FQr x = a "> 0 und y = 1 ergiebt sich aus No. 21), vorausge- 
setzt, dafs a nicht — 1 ist, 

«(a* — l) > (n 1) (a 5 * 1 — 0 
mithin, wenn der Reihe nach n— 1, 2, 3 . . . gesetzt wird, 

a — l>2(y«— l)>3(y^— l) >4 CV« — l) 
der Ausdruck n (a n — l) nimmt also bei unendlich wachsenden n 


fortwahrend ab. Aus Nr. 21) folgt weiter fQr x=a, y — ~ 
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n G°— 0 7> 1 — -> 
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jene Abnahme geht also nur bis zu einer, die Zahl 1 — - iiberstei- 

CL 

genden Greuze, die wir mit A bezeicbnen wollen: 

22) Lim [«G n — l)] = A. 

Nehmen wir a>- 1, so betragt A weniger als a — 1 und mehr 

als 1 — -, ist also jedenfalls positiv ; im Falle a < 1 setzen wir 
o=g, wo 6>1, und haben ~ -- 

Lim -Lim f 0 1 B , ~ ? 

und zwar liegt B zwischen 6 — 1 = - — 1 und 1 — \ — 1 -=*■ a? 

° a h <= 

Wir haben daher zusammen ^ 


23) 


1 A a — 1, 

a 


-e-'o 


for <r> 1, 
<A< — (1 — a), fQr a < 1, 


und es ist folglich A eine bestimmte, von Null diflerirende Zahl, wo- 
fem nicht a = 1 ist. 

Bezeichnet ferner x eine nicht ganze positive Zahl, so giebt es 
immer zwei benachbarte ganze positive Zahlen m und n — m 4-1, 
zwischen denen x enthalten ist, und es darf ebensowohl x—m-\-/.i 
als x — n — v gesetzt werden, wo fi und v positive echte Briiche 


sind, die sich zur Einheit erganzen. Der Ausdruck x 
nun zwischen 


(a r — l) li 


liegt 


G* — l) = (l + £) • «&* — 0 


und 


t G s — i) = ( 1— 0 • — 0 ; 

die rechter Hand stehenden Grofsen nahem sich bei unendlich wach- 
sendem m, x und n der gemeinschaftlichen Grenze A, daher gilt die 
Gleichung 

Lim [r(a* — l) J = A 


24) 
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allgemein far jedes irgendwie ins Unendliche wachsende positive %. 


Fiir t = wird 

•O' 

25) 


Lim 


— 1 
& 


= A, 


und hier bedeutet $■ eine gegen die Null convergirende Grofse. 

Um A naher zu bestimmen, betrachten wir den Ausdruek 

ai °s [( i+ £r] = ® • ai ° g o +3’ 

worin co eine unendlich wachsende Zahl sein m8ge. Da log ^1 + 
die Null zur Grenze hat, so setzen wir 

H °S ( J + j) — mithin ® = 

und erhalten 

Um j-fiv [(l + = Lim — I = -log G 3 ) 

una durch Riickgang zu den Zahlen 

26) Lim [( x + ^)“] = ak 

Diese Gleichung beweist, dafs sich die Potenz einer be- 

stimmten endlichen Grenze nahert; letztere kann aber nur eine ab- 
solute Zahl sein, weil linker Hand auTser w keine andere Grofse vor- 
kommt. Nennen wir e die erwahnte Zahl, setzen also 

27) Lim ^1+ = e, 

so erhalten wir durch Vergleichung der rechten Seiten von No. 26) 
und 27) 

28) e = a A . 

Hiervon lafst sich ein doppelter Gebrauch machen. Einerseits 
ist nach No. 23, wenn a > 1 genommen wird, 


— \ A^ a— 1 


mithin 


oder ftir a = 1 -j — 


rifl 1 


> e > a a 


( 


1+7 


l\o:+l 




>e> 
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wonacli e mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden kSnnte. An- 
dererseits dient die Gleichung 28) zur Bestimmung yon A; es ist 
namlich 

— = a /og e folglich A = — i — = e log a, 

A ° Hog e 

und damit kommt man auf die friiheren Eesultate zuruck. 

Noch verdient bemerkt zu werden, daXs man ans den Formeln 

11) und 6) aucb die im vorigen Paragraphen bewiesene Gleichung 

10) herleiten kann. Schreibt man n&mlich zur Abkiirzung log statt 

a log, so ist identisch 

(14_5)#*_1 0 (<-t°g(t+S )_ i / 0 „(! i 

d— = %(TR) d 

oder, wenn /.i log (1 + 6) = 9 gesetzt wird, 

durch tfbergang zur Grenze fiir gleichzeitig gegen die Null conver- 
girende 6 und 9- folgt hieraus 

(l + V— i , 1 

Lim J = (i . la . — — (i, 

was mit dem fruher auf anderem Wege gefundenen Eesultate iiber- 
einstimmt. 


§• 9. 

Folgerungen aus dem Vorigen. 

Die in den §§. 7 und 8 entwickelten Formeln bilden nicht nur 
die Basis fiir alle spateren Untersuchungen uber Potenzen, Exponen- 
tialgrbfsen und Logarithmen, sondem werden auch bei yielen anderen 
Gelegenheiten wieder gebraucht. Aus diesem Grunde verfolgen wir 
die Sache etwas weiter und entwickeln noch einige Grenzwerthe, wel- 
che mit den vorigen in nahem Zusammenhange stehen. 

Die erste derartige Betrachtung betriflt die Function 

I, 

worin, wie gewbhnlich, a eine unendlich wachsende Zahl bezeichnen 
moge. Setzt man - = <5, so wird 


/(»)’ = £l 


1 " 11 _ 1 (1 + ay *— 1 

(1 + a)A ' 8 
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und hieraus folgt durch tibergang zur Greuze fur uuendlich abneh- 

meude d 


2 ) Lim f(to) = (i. 

TTir untersuchen zweitens den Ausdruck 

3) /,(•)-[* “]•*•- 

Hier ist identiseh 

log (to + 1 ) ==1 , /0 ° 0 «) 

log to ' log m 

und da der Quotient rechter Hand gegen die Null convergirt, so 
setzen wir 


(‘ + ;) 


log to 


= b also 


log (to + 1) 
log CO 


• 1 + *9 


und erhalten zunachst 


a w - [i M . % . - — L_ • tl±£=i 

JlK J L (1 + (1+*) M * 

% (* + £) 


(!+•)* 

Zufolge des Werthes yon e ist e log to 

1 (l+*r— l 


at e log to. 


daher 


A(«) = 


o+«y* £ 


~-- h ‘ j('+s)*j- 

und Meraus ergiebt sieh, wenn to ins Unendliche wachst, mithin e 
gegen die Null convergirt, 

4) Lim /» = ft log e. 

Zur AbkQrzung bezeichnen wir log ( log ai) mit log 2 to und setzen 

5) /,(•) - [l - 1) ) ! ‘] » %»%.»• 

Unter Beibebaltung der vorigen Zeicben haben wir 

log, («+!)= log [log (to + 1)] = log [(1 4- *) log to] 

— logs 10 + l°S (* + *) 

mithin 


/og a (a)+l) 
log 2 a 


■1 + 


%(!+«) , 
logs® ’ 


der Bruch rechter Hand convergirt gegen die Null, daher sei 

%,(»+i) = 1 + 

log s a log J £0 

wir erhalten dann 
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/ 8 (®) = [l — — log w log a a 


(1+0)** — 1 


(1 4- 0)P 

Zufolge des Werthes yon & ist weiter 


CO log GO . # log 2 GO. 


& log % (0 BBS log (l+f)=£ log 


mithin 




/«(•) — ; 


( 1 4-^_i 


to s log a log 


Jav ' (l+#f • & * " 

oder endlich, weil e log to — log ^ 1 4 - ^ war, 


[(i+*) 7 l 


/■<*' - aTW ■ ■ % j(l + ;)*{ H [d + •>•]■ 

Bei unendlicli wachsenden to conyergiren & und e gegen die Null, 
daher wird 

6) Limf s (a) — (1 ( log e) 2 . 

Eine ganz ahnliche Behandlung gestattet die Function 

7) /,(•) — [l - Goy^ + i^ ] * log * ios * a log * m > 

worm log 3 co zur Abkiirzung fiir log [log (log «)] geschrieben ist. Man 
hat zunachst 

log a {a> 4- 1) = log [fog s (m 4- 1)] = log [(1 4- O) log s a] 

= log a <o + log (1+0), 

fog&ja + 1) _ j , {og (1 +0) _ 1 , ^ 
log s a log a a> 


7) /,(•) — [l - Ocyffi + ' l)) *] * log * ,0g ^ log * a ‘ 


wobei 


log (l+O) 


gesetzt wurde; hiemach ist 


■^(") M [i— (tjy j " log • logi<D log * 


d+r- i 


m log c» log a m . £ log t m 


(1 _}_£)*» * £ O a • » "09~ 

Zufolge des Werthes von £ kann £ log 3 to durch log (l+£) ersetzt 
werden und man erhalt 

/j(«) — (fqrgjj* • (1 + ^~ - to log a ,9 log a co log [(1 +0)^1 
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Lim j^l — i) T J = e -1 , Lim ^o> sin = a, 

_ . .a „ 

Lim sin — = 0, 
co 

der gesuchte Grenzwerth ist also 

9) Lim U<*w £)"] = 1- 

Will man sich auf ganze positive a> = m beschranken, so kann 
man diesen Satz auch folgendermafsen herleiten. Es ist zunachst 


mithin 




1 > 




Rechter Hand l&fst sich die in §. 7 unter No 3) bewiosene Un- 
gleichung 

b m >[a — rn (a — £)] a”— 1 (b < a) 
anwenden, indem man 

setzt; man erhalt dann 


m 


a = 1 


Oder besser 


1 > ^ > 1 — [m — y^ 2 — a 2 ) 


1 > 


( *Y 

I cos — I 
v mj 


>1 


! +V« 


nnd darans folgt augenblicklich 

10) Lim [(- 3] = 1, (m = oo) 

Nach demselben Yerfahren, mittelst dessen die Formel 9) cnt- 
wickelt wurde, ergiebt sich auch bei derselben Bezeichnong 

(-ir-K— of"* 3, 

mithin durch ftbergang znr Grenze 

11) Lin, [(co, i)*’] 

IL Setzt man sin & = 3, so folgt umgekehrt, weil & ein iin 
ersten Quadranten liegender Bogen wax, & — arcsin 3, mithin 

arcsin 3 & 1 
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die Grofse & und S convergiren gleichzeitig gegen die Null und da- 
her ist 

12 ) 


Lim 


arcsin 8 


6 


1 . 


In ahnlicher Weise folgt aus der Gleichung tan $ — 8 umge- 
kehrt & — arctan 8 und 

arctan 6 & 1 

8 tan & tan & 9 

& 

beim tfbergange zur Grenze fiir gleichzeitig gegen die Null conver- 
girende & und d ergiebt sicb 

13) 


r . arctan 8 
Lim r — = 1. 


Als Beispiel fiir einen zusammengesetzten Fall diene die Bestim- 
mung des Grenzwerthes, welchem sich der Ausdruck 

arccos (1 — e) 

bei unendlich abnehmenden e nahert. Benutzt man zuerst die Formel 


so erh&lt man 


arccos s = arcsin 


arccos (1 — s) arcsin l/2s — £ 2 

_____ _ - 


= V2 


arcsin e — f 2 


V2* — 


— V 2 


arcsin 


wobei V2e — e® =8 gesetzt worden ist. Die Grolsen a und S con- 
vergiren gleichzeitig gegen die Null und daher ist 

arccos (1 — e) _ 


14) 


Lim 




Zu dem namlichen Eesultate gelangt man durch Einfiihrung von 
goniometrischen Functionen; man wiirde namlich arccos (1 — e) — -ib 
mithin 1 — e = cos -9-, e = 1 — cos & — 2 sin 3 & substituiren und 
dabei zu beachten haben, dais e und ■& gleichzeitig gegen die Null 
convergiren*). 


§. 11 . 

G-renzwerthe der Functionen zweier Variabelen. 

Wenn der Grenzwerth einer Function fix, y) fiir den Fall be- 
stimmt werden soil, dafs nur die eine Yariabele, etwa y, unendlich 

*) Auf den Grenzbestimimingen 11) in §. 7, 5) und 10) in §. 8, 2), 12) und 13) 
in §. 10 beruhen die Fundamentalformeln der Differentialrechnung. Die in §§ 7 und 8 
mitgetheilten Beweise der ersten drei Gleicbungen sind zuerst vom Verfa-*ser gegeben 
worden. 
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wachst oder unendlicb abnimmt, vrahrend die andere ( x ) dabei als 
relativ constant gilt, so ist selbstverstandlicli ganz nacb den friiheren 
Eegeln zu verfahren. Als Beispiel diene die Function 

xy — i m 

y 

ersetzt man bier y durcb eine gegen die Null convergirende Zahl e 
und denkt sick x als Constante, so ist wie in §. 8, II 



wobei der an die Sylbe Lim angehangene Index e bedeutet, dafs sicli 
die Operation der Grenzbestimmung lediglicb auf die unendlichc Ab- 
nahme des s bezieht. 

Wesentlicb anders gestaltet sicb die Sacbe, wenn der Grenzwerth 
fiir den Fall gesucbt wird, dafs sicb beide Variabelen andcm, sei es 
nacb einander oder gleichzeitig. Diefs moge zunachst an einem ein- 
facben Beispiele erlautert werden, bei dem sicb die Grenzwertbe fQr 
unendlicb abnebmende x und y durcb blofses Nullsetzen ergeben. 
Nimxnt man in der Function 


fa, y) = 


ax s + j 3y s -j- ax + by 


' *+y 

zuerst y = 0, so erbalt man 

j\x, o) = ax + a 
und bieraus folgt fur x — 0 

M 0) = a. 

Setzt man dagegen in No. 1) zuerst a;— 0, so wird 

A°> y)=Py + b 

und fiir y — 0 

M 0) — fc 

Drittens ergiebt sicb, wenn in No. 1) y = Xx gesetzt und unter 
X irgend eine Constante verstanden wird, 

to to) - K±g!L£±£+± 

1 + * 


und fiir x=0 


M 0)== 


cl bX 


1 + 1 ’ 

welcber Ausdruck, wegen der Willkiirlicbkeit des X, alle mBglichen 
Wertbe baben kann. — Der hiermit bewiesene Satz, dafg im yor- 
liegenden Falle f(0, 0) unendlicb Yieldeutig ist, verliert sein Befremd- 
liches, sobald man die Sache geometriscb, d. b. 

2) + Py 2 + a* + 

} - x +y 
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Flg ' 3 - als Gleicbung einer Flache betrack- 

z tet (Fig. 3). Wird namlich y — 0 

gesetzt, so ist 

\ ' s = ax a 

\ /j\. die Gleichung der Verticalspur, und 

\ / ' zwar die letztere eine Gerade 

\ / j / ! AA\ welche mit der a-Achse den 

| / / 1 Winkel or dm a bildet und aof der 

/ / z - Acbse die Strecke OA = a ab- 

1 / schneidet; fur x — 0 gebt der Punkt 

/ j j xz in den Punkt A uber. Dem ana- 

A i 

, i | log gelangt man, wenn erst x = 0 

j fth— — j > % genommen wird, zur zweiten Verti- 

calspur, welche durcb die Gleicbung 
5 = fiy + ^ 

bestimmt und ebenfalls eine Gerade BB' ist; nacbber y — 0 setzen, 
heifst, auf dieser Geraden bis zum Punkte B berabgeben, der in der 
Hohe OB = l liegt. Far den dritten Fall bedeutet die Gleicbung 
y = Xx eine in der Horizontalebene durcb den Coordinatenanfang be- 
liebig gelegte Gerade OL; die Substitution von y = Xx in No. 2) 
giebt 

6) l + l l + i 

und diefs ist die Gleicbung der Yerticalprojection des Durchschnittes, 
welchen die Ebene COZ mit der Flache bildet. Da beide Projec- 
tionen dieses Durchschnittes gerade Linien sind, so ist er selbst eine 
Gerade MM', welche von der jz-Achse die Strecke 

"-iff 

abschneidet. Far x—0 gebt der Punkt xz der Geraden 3) in den 
Punkt M aber. Die betrachtete Flache gehort demnacb zu den wind- 
schiefen Flachen, welche dadurch entstehen, dass eine bewegliche Ge- 
rade MM l&ngs der a-Achse fortgleitet und sich gleichzeitig urn 
dieselbe dreht; im vorliegenden Falle ist sie ein einfaches Hyper- 
boloid. Die vorhin genannte Vieldeutigkeit von f(0, 0) erklart sich 
nun aus der Entstehung der Flache, derzufolge der Punkt OQb jeder 
Punkt der i-Achse sein kann. 


Um diese verschiedenen Kesultate genau und ihrer Herkunft nach 
bezeichnen zu konnen, wendet man, wo es nSthig ist, das Zeichen 
Lim zweimal an und hebt jedesmal durcb einen Index diejenige Va- 
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riabele hervor, auf seiche sich der Grenzenfibergang beziebt. Die 
Reihenfolge der Indices gebt bierbei von recbts nach links; es be- 
deutet daber Limg Lim s , dafs zuerst der Grenzwertb fiir unendlich 
abnebmende s bei constant bleibenden 6 ermittelt und nacbber der 
Grenzwertb for nnendlich abnebmende 3 bestimmt werden soil; da- 
gegen ist renter Lim g Lim$ der umgekehrte Gang der Operationen 

zu verstehen. Fflr das vorige Beispiel ist biemach 
Limg Lim s f[8, e) = a, 

Lim s Limg J[S, e) = b; 

im dritten Falle, wo « = id ist, bedarf es der Sylbe Lm nur einmaJ, 
namlich 

l*,J (J, U)-i±£. 

Ein paar weitere Beispiele sind folgende. 
a) Lasst man in dem Ausdmcke 

0 + H-jf— 1 

a6 -J- be 

zuerst e gegen die Null convergiren, so gelangt man zu dem Grenz- 
werthe 

1 + 

a 8 

welcber (nach §. 7, Formel 11) bei verschwindenden 3 in - . fi fiber- 

CL 


gebt; es ist daher 


Limg Lim , 


(i + ® + *y* — 1 


£ 

^ ^ • 
a 


a8 + be 

Ebenso leiebt ergiebt sich bei umgekehrter Anordnung 

( 1 4 - 8 + — l fi 

~V 


Lim t Limg 


aS -j- be 

Setzt man 3 = ad, e = fid-, wo a, fi Constanten bedeuten und d eine 
gegen die Null convergirende Zabl ist, so nebmen 6 und a gleicb- 
zeitig und zwar so ab, dais ibr Verhfiltnifs constant bleibt; es han- 
delt sicb dann um den Grenzwertb 

[l + (« 4- fiftT — 1 

(a« bfi)d ’ 

der sich leiebt findet, wenn (a 4 fi)d = £ gesetzt wird, wo nun £ 
unendlicb abnimmt; er ist 


Limg. 


Limt 


(i 4 - l) _ (a + flfr 

aa -j- bfi 


jau -{-bfi £ 

b) Mittelst der Formeln in §.8, II fibersiebt man unmittelbar 
die Richtigkeit folgender Gleicbrmgen 
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Lim$ Lim i 


a s b s — 2 
* d + 8 

a s + — 2 


: Limit 


Ltm s Lim± = Lim . 

c o « c 


6 

b*—l 


• la, 


•lb. 


Fiir 6 = ad-, 8 — wird bei constanten a, ft und unendlich abneh- 
menden & 

a + b 0* — 2 


Lim$ 


=Lim * fc+r 


n«& 


— 1 


ad" 


a# + P& 

P 


a -f- § ' P& 


cc Iq — |— jS lb 

«+? 


Capitel DX 

Die Continuitat und Discontinuitat der Functioned 

§. 12. 

BegrifF und Kennzeiclien der Discontinuitat einer Function. 

Die unabhangige Variabele einer Function wird zufolge des in 
§. 1 Gesagten immer als stetig vertaderliche Zahl angesehen, bei 
welcher der tlbergang von einem individuellen Werthe zum anderen 
nur vennittelst Durcbganges durch alle moglichen Zwiscbenstufen 
erfolgen kann, oder deren individuellen Werthe eine ununterbrochene 
Reihe bilden. Dem entsprechend wird man eine, mit x durch die 
Gleichung y — fix) verbundene abhangige Variabele y nur dann als 
continuirliche Zahl betrachten durfen, wenn der tlbergang von einem 
individuellen Werthe des y zum andem ohne Unterbrechung er- 
folgt. Um diefs vollig klar zu machen, nehmen wir die Sache von 
der geometrischen Seite und denken uns y—f{x) als Gleichung einer 
auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen ebenen Curve; sollte letztere 
aus mehreren Zweigen bestehen, so untersuchen wir jeden derselben 

In der Fig. mogen OA = a und OB 
= i a zwei beliebige Absdssen sein, 
denen die Ordinaten AG = f(a) und 
BJD —fifi) entsprechen; hinsichtlich des 
Curvenstiickes CD sind dann zwei Ffiile 
mbglich: Die Curve verlauft entweder in 
einem ununterbrochenen Zuge von G 
nach D, oder sie erleidet auf dieser 

4 


Kg. 4. 



SchlCmtlch, algebr. Analysis. 6. Au fl. 
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Strecke TJnterbrecbungen. Im ersten Falle nennen wir f(x) conti- 
nuirlieh von x—a bis x = b, im zweiten Falle discontinuirlich. 

Den erwahnten Unterbrechungen konnen verschiedene Ursacben 
zu Grunde liegen. So ist es erstens mSglich, dais zwar f(a) und 
f[b) reell sind, dais aber f[x) ffir gewisse, zwischen a und b liegende 
Werthe von x imaginar wird. Die Gleicbung z. B. 

y — V(jr — 1) (X — 3) 

liefert reelle y solange x<~l bleibt, fQr 1 <C x <1 3 wird y imagi- 
nar, fdr x ^3 dagegen entstehen wieder reelle y; nimmt man also 
a c 1 und b^> 3, so sind zwar die anfanglichen und die letzten 
Ordinaten reell, dazwiscben aber liegen imaginare Ordinaten, und 
die Curve geht demnach nicbt in einem ununterbrochenen Zuge von 
x — a bis x — b. Dasselbe gilt von Curven mit isolirten Punkten 
wie z. B. 

!/ = (x — 2) V(x — 1) [x — 3); 

diese Curve ist gleichfalls imaginar fur 1 < x < 3 und bat nur in 
der Mitte dieses Intervalles einen reellen Punkt mit den Coordinaten 
x — 2 und y — 0. 

Aber selbst in dem Falle, wo f{x ) reell bleibt von x — a bis 
x — b, kann eine TJnterbrecbung der Continuitat vorkommen, sobald 
namlich an einer Stelle OM— £ die Ordinate sprungweis von einem 
Werthe MP zu einem anderen MQ Qbergebt (s. Fig. 5)*). Zu jener 

Abscisse geb&ren hier plotzlicb zwei 
verschiedene Ordinaten, wabrend au- 
fserdem jeder Abscisse nur eine Ordi- 
nate entspricht; mit der ersten Ordi- 
nate MP scbliefst sicb die Reihe der 
bisherigen Ordinaten; die zweite Ordi- 
nate MQ bildet den Anfang einer neuen 
Reibe von Ordinaten. Beacbtet man, 
dais jedes x, Welches weniger als | betragt, durcb f — s, und jedes 
durch £ + d ausgedrQckt werden kann, wobei selbstverstand- 


*) VieUeicht ist ein an s dem Leben gegriffenes Beispiel nicbt iiberfliissig. Denkt 
man sicb die Zeit als Abscisse nnd den jedesmaligen Cassenbestand einer Person als 
Ordinate aufgetragen, so entsteht eine eontinuirlich steigende Curve, wenn jenes Indi- 
vidunm w£hrend der durch AB dargestellten Zeit unansgesetzt fQr Lobn arbeitet. Da- 
gegen wird die Curve discontinuirlich , wenn der Arbeiter wfihrend derselben Zoit das 
Gldck bat, in der Lotterie zu gewinnen, oder wenn ihm das Ungluck widerfSbrt, einen 
peeuniSren Verlust zu erleiden. 


Pig. 5. 
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lich <5 und e positive GrOfsen bedeuten, so ist jede fruhere Ordinate 
mit — e), jede spatere mit zu bezeichnen und conse- 

quentermafsen ist dann MP — f(% — 0), MQ=f(§ + 0). Bei einer 
continuirlichen Function sind beide Ordinaten gleich, tritt aber an der 
Stelle | eine Unterbrecbung der Oontinuitat ein, so differiren jene 
Ordinaten um irgend eine angebbare Grosse. Indem wir nun den Fall, 
wo f(x) zwischen x — a und x — b tbeilweis imaginar wird, aus- 
schliefsen, haben wir folgenden Satz: 

Die reelle Function f(x ) bleibt innerhalb eines ge- 
gebenen Intervalles continuirlich, wenn far alle 
zwischenliegenden x 

Lim [fix + 8) — fx — «)] = 0 

ist; giebt es dagegen innerhalb jenes Intervalles 
einen oder mehrere Werthe von x, far welche 

Lim [fix 5) —f{x — £)] < 0 

ist, so erleidet/'Or) far jeden derartigen Werth von 
x eine Unterbrechung der Oontinuitat*). 

Den Gebrauch dieses Satzes werden die folgenden Beispiele zeigen. 
1. Es sei 



die in Betrachtung zu ziehende Differenz ist im vorliegenden Falle 

So lange x von h verschieden ist, convergirt dieselbe gleichzeitig mit 
d und s gegen die Null; for x = h dagegen wird jene Differenz zu 
einer Summe, namlich 

A* k* 

J[h -(- d) — fh — s) = — | — — 

und wachst ins Unendliche. Die Function ? erleidet demnach 

x — h 

eine einzige Unterbrechung der Oontinuitat und zwar an der Stelle 
x=h, wo sie von f(h — 0) = — oo nach f(h+0) = -\-oo aber- 
springt. Dieses Besultat bestatigt sich geometrisch; die Gleichung 


*) AIs Kennzeichen der Continuit&t findet man hSufig die Gleichung 

Um Jyf® + 4) — /(*) J = o 

angegeben ; dieses Chi terrain ist aber nicbt so sicher als das obige, dessen Nothwendig- 
keit sich bei einer von Lejeune-Dirichlet zn anderen Zwecken vorgenommenen 
Untersuchung heransgestellt hat. (Crelle’s Journal f. Hath. IV, S. 157.) 

4* 
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A* 


charakterisirt n amli c.li eine Hyperbel, wovon die eine Asymptote zur 
®-Achse geno mm en ist, w&hrend die y - Achse parallel zur auderen 
Asymptote in der Entfemung Ji liegt. In der That besteht die Curve 
aus zwei vSllig getrennten Zweigen und der Absdsse x = h entspre- 
chen die beiden Ordinaten y = — oo und y = + oo. 

2. Als zweites Beispiel diene die Function 
. . A 3 

Audi hier verschwindet gleichzeitig mit d und e die Differenz 

A 3 k 8 

J[x -f- 8) —f[x — £ ) = ( X _ j, _j_ 5 )s — ( X _ 4 — £)* 

wofem x^-h ist. Fiir x=h dagegen stellt sich der Grenzwerth von 

A- 8 k 3 

J[A + 8) — J[A — *) = p — ji 

unter die Form oo — oo, die alles Mogliche bedeuten kann, weil 8 
und e auf beliebige Weise gegen die Null convergiren diirfen. Nimmt 
man z. B. e = 2d, so wird 

Zk* 

Lim \J[h + 5) — j\h — *)] = Lim — = oo; 
setzt man dagegen 

s =dr*’ 

so ergiebt sich 

Lim \J{h -f- 5) — J[h — e)] = Lim [A 3 (2 -f- e 8 )] == 2A 8 , 
mitbin erleidet die genannte Function eine Unterbrechung der Conti- 
nuitat an der Stelle x=*h. Zu demselben Resultate fiibrt die geo- 
metrische Darstellung der Function. Die Curve, deren Gldchung 

k 3 

(x — i)» 


ist, besteht n&mlich aus zwei congruenten, vbllig gesonderten Zweigen, 
Kg. e. welche die in der Entfemung OS—h parallel 
F" / zur Ordinatenacbse liegende Gerade SI zur ge- 

meinschaftlichen Asymptote haben (s. Fig. 6). 

Vi . Wabrend jeder Absdsse ^ h nur eine Ordinate 

y entspricbt, geboren zur Absdsse h zwei Ordina- 

— ^ ^ — naten, beide von unendlicber Grofse; auch ist 

OH X es nicbt mSglich, von iigend einem Punkte Z7 
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des einen Zweiges nach dem Punkte V des anderen Zweiges zu ge- 


3. Um aucli ein Beispiel zu geben, bei welchem /"(£ — 0) und 
f(% + 0) von endlicher Gr5fse sind, betracbten wir die Function 

a 


fix) = -~ t- 4- arctan 


2 


n 


x — a 


Da der Quotient 


an der Stelle x — a sich discontinuirlicb an- 


x — a 

dert, so ist auch Mer die Discontinuitat von fix) zu erwarten; in 
der That hat man 


tt \ c + b , c — 1 

f(a -«) = -I- + — — 


arctan 


(-0 


oder zufolge der Gleichung arctcm (— e) = — arctan s 


», . c -|— b c — 

/(«-<) 5 


arctan 


und bei verschwindenden e, wenn a als positiv vorausgesetzt wird, 
Feraer ergiebt sich 

/(« + <5) 


on 


c + b 


2 


n 


arctan K 


f(a -j- 0) : 


c 4 b c — b it 


c. 


2 it 2 

An der Stelle x — a springt also die Function von dem Werthe l 

nach dem Werthe c fiber. Die Figur giebt 
ein Bild der Curve, welche durch die Glei- 
chung 

c -J -b e — b a 



r- 


arclan 


% x — a 

charakterisirt wird; daxin ist OA—a, AB 
= l, AC= c. Die beiden, rechts und links 
von ABC liegenden Zweige der Curve sind 
congruent und von entgegengesetzter Lage; 
sie besitzen eine gemeinschaftliche Asymp- 
tote, welche in der Entfernung AD — $(b 4- <0 parallel zur Ab- 
scissensache liegt. 
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§. 13. 

Allgemeine SStze. 


1. Es sei fix) eine gebrochene Function, etwa 

. _ <p(*) 
ft y(x)’ 

und sowohl der Zahler als der N'enner continuirlich, so kann doch 
der Quotient discontinuirlich werden und zwar geschieht diefs jedes- 
mal, wenn der Nenner f(ir gewisse Werthe von x zu Null wird und 
wenn in diesen Fallen der Zahler endliche Werthe besitzt. Bezeich- 
nen wir namlich mit f einen der speciellen Werthe von x, fiir welche 
der Nenner verschwindet, und setzen 

♦« + *) — 1, -£) = (., 

so bedeuten X und /.t Grofsen, welche gleichzeitig mit 8 und e gegen 
die Null convergiren , mithin ist, weil fiir x = ^ der Zahler nicht 
verschwindet, 

Ms + *) <pa — *)\ 


Lim jyfi + — m — *)} = Lim 




<p(i) 

o 


p(S) 

o 


■ oo — oo. 


Nun sind aber 8 und s von einander unabhangig, mithin sind es auch 
l und /t; der Ausdruck oo — oo kann daher im vorliegenden Falle 
jeden beliebigen Werth haben. 

Die Richtigkeit der letzteren Bemerkung lafst sich an jedem ein- 
zelnen Beispiele naher darlegen. Ist z. B. 

9>(x) = sin x, ip(x) = cos 2 x, | it, 

so folgt 


M* + S) -/(I* - *) - - 


COS £ 


sin 2 <5 sin a e 

und hier kann man durch geeignete Wahl von d und s die verschie- 
densten Grenzwerthe zum Yorschein bringen. So ist z. B. fiir e — 2 d 

4 cos 8 6 — cos 2 S 


Lim |/($» + 8) — — e)j = Lim 


4 sin 2 8 cos 9 8 


' OO. 


far 8==Jd dagegen entsteht der Grenzwerth — oo. 

2. Die Function fix) sei die Summe von m continuirlichen Func- 
tionen F^x), F a (x), . . . F m (x); man hat dann die Gleichungen 
y(x) = F 1 (x) +• F a (x) -f- • • • • + F m (x), 
f(x + 8)—f{x — e) 

= [Fii* + «) - Fii* - •)] + [F a i* + 8)- F s (x -«)] + .... 

• • • + [F m (x + S) — F m ix — *)]. 

Zufolge der vorausgesetzten Continuitat von F^x), F a ix), . . . F n ix) 
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kann jede der eingeklammerten Differenzen beliebig klein gemacbt 
werden, wenn man nur 6 imd e binreichend klein w&hlt; bezeichnet 
daher g einen willkiirlichen positiven echten Brack, so lassen sick 
6 und e so wahlen , dafs jede der genannten Differenzen zwiscken 
q und — q f&llt, mithin 

m Q >f( x + 8) — f(x — s) > — mp 
wird. Bei unendlich abnekmenden g convergirt das Product mg gegen 
die Null, folglick kat man auck 

Lim [/(x + 6) — f{x — f)] = 0 

d. k. die Summe einer endlicken Menge continuirlicker 
Functionen ist gleickfalls continuirlick. Piir eine unendlicke 
Menge von Summanden darf man diesen Satz nickt ohne Weiteres 
anwenden, denn das Product mg kann sick einer von Null verschie- 
denen Grenze nakem, wenn m unendlick wachst, wahrend g gegen 
die Null convergirt. In der Tkat werden spater Falle vorkommen, 
wo die Summe einer unendlichen Menge stetiger Functionen discon- 
tinuirlick ist. 

Befindet sick unter den Functionen F 1 («), F a (x), . . . F m {x) eine 
einzige discontinuirlicke , so erleidet auck die Summe f(x) eine Un- 
terbreckung der Continuitat und zwar an derselben Stelle wie jener 
einzelne Summand. Diese Bemerkung gilt aber im Allgemeinen nicht 
mehr, wenn mekrere der Functionen far denselben Wertk von x dis- 
continuirlich werden, vielmekr kann es dann gesckeken, dafs sick 
die Discontinuitaten aufkeben. So sind z. B. sec x und x* — sec x 
gleickzeitig discontinuirlick, ikre Summe aber ist eine continuirliche 
Function. 

3. Wenn mehrere Functionen F t (x), F a (x), . . . F m (x) zu einem 
Producte vereinigt werden, etwa 

/(x)=F l (x) . F 2 (x) . F s {x ) . . . F a {x), 

so hat man 

/(* + s )— /(* — *) 

= F 2 [x + 8) F s (x + 8) ... F m (z + 8) [F t {s + 8)- F x (x - .)] 

+ F x (x - a) F s (x + 8) ... F n {x + 8) [/?,(* + S)—F x {x — .)] 

+ 

+ * 1 (* — a) F t (x—) . . . F m ^{x — t) [F m (x + 8)-F m (x-B)]. 

Unter der Yoraussetzung, dafs F x (x), F t (x ), . . . F m (x) stetige Func- 
tionen sind, convergirt jeder dieser m Summanden gegen die Null, 
mithin gilt dassdbe von der Summe (nach dersdben Schlufsweise wie 
in No. 2), d. h. das Product aus einer endlicken Anzahl con- 
tinuirlicker Functionen ist gleickfalls continuirlich. 
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Far dne unendliche Menge von Factoren gilt dieser Safe im Allge- 
meinen nicht mehr. 

Befindet sich unter den Functionen F^x), F a (x), . . F m {x) eine 
einzige discontinuirliclie , so kann das Product discontinuirlich 'wer- 
den, doch ist es auch mSglich, dafs die Discontinuit&t durch einen 
der ubrigen Factoren aufgehoben wird. Von den drei Factoren z. B. 

F x (x) = see x , F 2 (x) = x i , F s (jt) = cos x 

erleidet der erste Unterbrechungen der Stetigkeit unter den Stellen 
z = ±$tc, ± |tt etc., wahrend die beiden ubrigen Factoren immer 
continuirlich sind; das Product f(x) = x s bleibt aber continuirlicb. 

4. Die bisherigen Brorterungen sind leicbt auf Functionen meb- 
rerer Variabelen auszudehnen. Handelt es sicb urn eine Function 
zweier Variabelen, etwa e — f{x, y), so denkt man sicb erst fQr y 
irgend einen individuellen Wertb h gesetzt und bat es dann nur mit 
einer Function von x zu tbun, die man nacb den gegebenen Begeln 
untersucbt; nacbber andert man h, indem man sicb vorstellt, dafs h 
der Reibe nacb alle Wertbe von — oo bis + oo annimmt. Geo- 
metriscb heifst diefs: man betracbtet die Flacbe, deren Gleicbung 
s = f{x, y) ist, als die stetige Folge aller der Schnitte, welcbe sie 
mit Ebenen parallel zur rc^-Ebene bildet. Abnlich verbalt sicb die 
Sache bei Functionen mehrerer Variabelen; obscbon bier die geome- 
triscbe Bedeutung aufbdrt, so bleibt docb das analytiscbe Verfahren 
immer das namliche. 


Capitel IV. 

Die Mittelwerthe der Functionen. 

§■ 14. 

Der mittlere Werth einer Fnnction. 

Eine der elegantesten und zugleicb braucbbarsten Anwendungen 
der Lehre von den Grenzwertben der Functionen bildet die Bestim- 
mung des mittleren Werthes, welchen eine Function innerbalb eines 
gegebenen Intervalles besitzt. Man gelangt bierzu auf folgendem 
Wege. 

Die Function y — f{x) Sndere sicb continuirlich von x — a bis 
x — i und sei aufserdem so beschaffen, dafs jedem, das Intervall 
a bis i nicht uberschreitenden % nur ein y entspricbt; femer d enk e 
man sicb die Strecke b — a in n gleiche Tbeile getbeilt und nenne 
$ einen solchen Theil, wonacb 
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6 = oder b = a 4- 

n 

ist. Giebt man nun dem x der Beihe nacb die n Werthe 

d) d “I* S 9 d -f* 2 8 f a 3 8 1 * • * d — }— {ji — 1) S 9 

deren letzter mit b — d iibereinkommt , so erhalt y ebensoviel in- 
dividuelle Werthe, die folgendermafsen bezeichnet werden xnogen 

go =/(«)> yi.=A a + s )> y s =/C« + 2d), 

g n -i=/( a + [» — !] 8). 

Das arithmetische Mittel dieser n Functionswerthe ist 


go + Vi + y a + — + yn~i 

n 

m + /(« + S) ±Aa + 2d) + . . - ■ +/(*+ [*- l]d) 

n 


und giebt eine ungefahre Vorstellung von dem mittleren Werthe, wel- 
chen die Function innerhalb des Intervalles x — a bis x = b besitzt. 
Je grQfser die Zahl n ist, je mehr Functionswerthe also berttcksich- 
tigt werden, desto genauer erhalt man auch den mittleren Werth der 
Function, und wenn man zur Grenze ftlr unendlich wachsende n ttber- 
geht, so folgen die verschiedenen Werthe des x stetig aufeinander 
und der Ausdruck 

f( a ) +/( g + j) +/( g + 2 fl) + • • • • +/( g 4~ [» — l]^) 

n 


ist nimmehr das arithmetische Mittel aus alien den unendlich vielen 
Werthen, welche die Function nacheinander erhalt, wShrend x das 
Intervall a bis b stetig durchl&uft; jener Grenzwerth mag daher der 
Mittelwerth der Function, bezogen auf das Intervall 


Pig. 8. 


x — a bis x==b , heifsen. 

Diese Betrachtungen sind leicht geometrisch zu deuten, wenn 
man wie frtther y — f{x) als Gleichung einer Curve ansieht und 
OA=a, OB—b als Abscissen abschneidet. (s. Fig. 8.) Die Strecke 

AJB ist dann in n gleiche Theile 
zu theilen, und 6 bezeichnet einen 
solchen Theil; femer sind y 0 , y u 
Vi, • • • gn-i die Ordinaten, welche 
den n Abscissen a, a+8, a+28 , . .. 
a + (n — l)d entsprechen, und 
der Quotient. 



y 0 + gi + Vi + + ffn~l • 

n 

giebt den mittleren Werth jener Ordinaten. Durch tfbergang zur 
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Grenze f&r unendlich wacbseade n gelangt man zum aritbmetiscben. 
Mittel ans alien zwiscten AC und BD moglichen Ordinaten d. h. 
zum Mittel werthe der Ordinaten innerhalb der Strecke AB*). 

Um zun&cbst einen einfachen Fall vor Augen zu baben, nebmen 
wir beispielweis 

y = ex, 

wo c einen constanten Factor bezeiebnet. Hier ist 

y 0 =ca, y 1 = =c(a + S), y 2 =c(b + 2d), . . . 

y«-i=e(a + [n — l]d); 

unter Anwendung der bekannten Summenformel 

1 + 2 + 3 • • • • +( B — 1) = •§■«(« — 1) 

erbalt man als arithmetisches Mittel 

y 0 +ffi _ + _ - • • +y» . l =: C [a-4-^( g — i)d] 

oder vermbge des Wertbes von 6 

lL±All±yi!=l ==i e(b + a- 

und durch ttbergang zur Grenze fiir unendlieb wacbsende n 
Lm + g, ■ ;• • - ie ib + a) _ ;i±i» 

Geometriscb heifst diefs: wenn die Linie CD eine durcb den Coor- 
dinatenanfang gebende Gerade ist, so kommt der Mittelwerth aller 
zwiseben AC und BD liegenden Ordinaten iiberein mit dem arithme- 
tiseben Mittel aus AC und BD, was aucb unmittelbar ersichtlich ist. 

*) Derartige Mittelwerthe kommen nlcht selten in der Physik vor. Sind namlich 
zu den Zeiten o, a -|- 8, a + 2 d, . . - a -f- (n — l)d die verSnderlichen Grofsen 
y 0 , y x , y a , ... y n _ x (z. B. Temperaturen, Barometerst&nde u. dergl ) beobachtet worden, 
so giebt das arithmetische Mittel der letzteren den genfiherten Mittelwerth von y wSh- 
rend der Zeit b — a. Der genaue Mittelwerth wiirde erst dann erreicht werden, wenn 
alle zwischen die Zeiten a und b fallenden y beobachtet w&ren d. h. wenn der stetige 
Verlauf des y vorlage. Dieser Ittfst sich in vielen Fallen durch einen selbstregistriren- 
den Appar&t beschaffen, dessen Einrichtung gewohnlich darin besteht, dafs ein beweg- 
licher Stift auf einen mit gleichformiger Geschwindigkeit um seine Achse rotirenden 
Cylinder diejenige Curve aufzeichnet, deren Ordinaten die verschiedenen Werthe der zu 
beobachtenden Variabelen darstellen. Denkt man sich den Cylindermantel in eine Ebene 
abgewickelt, so entsteht eine Curve, worin die Beobachtungszeiten als Abscisses, die 
beobachteten Werthe als zugehdrige Ordinaten erscheinen, und wo nun die Aufgabe 
ganz dieselbe ist wie in der obigefc geometrischen Darstellung. 

Zur Berechnung der Mittelwerthe aller moglichen Functionen liefert die hohere Ana- 
lysis die nothigen Vorschriften ; bei den meisten einfachen Functionen fuhren indessen 
aucb elementare Methoden zum Ziele. FSlle der letzteren Art hat der Vert auf eigen- 
thiimliche Weise im Cap. IV zusammengestellt, welches demnach als eine Vorstudie zur 
Integralrechnung gelten kann. 
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Als zweites Beispiel diene die Annahme 

ar* 

y-r 

Mit Hfilfe der Summenformel 

1*4.2*4-32 + . . . +(»_ 1)* =+«(»_ 1) (2/1— 1) 
findet man sehr leicht 

y_o ±Vi +y a + -- -+ya-] 

n 

= - [g* + g («— l)d + ^.(a_l) (2»— 1)5*]. 

0 

Nach Substitution des Werthes von S bringt man die rechte Seite 
durch einige Zusammenziehung auf die Form 

a* +g3 + 5* _ 5* — g* (b — g)* 

3c 2 n 6»* 

und daraus ergiebt sicb 

Lim yp + ~t~y* + • • • +y«-i _ gS + — — 

n 3c 

Geometrisch ist diels der Mittelwerth aJler Parabelordinaten, welche 
zwischen x — a und x—b eingeschaltet werden konnen. Am ein- 
fachsten gestaltet sicb das Resultat, wenn man a — O setzt cL b. die 
Parabelordinaten vom Scbeitel an nimmt; es wird namlicb der obige 
6 * 

Mittelwerth = ^ — d. i. gleich dem dritten Theile der letzten 
c 

Ordinate. 

Bevor wir ausfiihrlichere Untersuchungen fiber Mittelwertbe fol- 
gen lassen, wollen wir erst eine Vereinfachung der allgemeinen For- 
mel erwahnen. Wenn namlich x das Intervall x = a bis x — b 
durchlauft, so andert sicb die Differenz x — a von 0 bis b — a; 
man kann daher x — a—'§ setzen, | als neue unabhfingige Yariabele 
betracbten und dieser den Spielraum von f = 0 bis | = b — a an- 
weisen; ferner ist jetzt f(x) = f(a-\- £), und da f(a + §) wieder 
eine Function von £ darstellt, so mag daffir kfirzer F((j) geschrieben 
werden. Nach diesen Substitutionen gebt der Ausdruck 

£ { - m /( a ) +/( a + ff) +/( a + 25) + ... + /(fl + [n — 1]5) 
n 

in den folgenden fiber 

Lim F(0) + F(5) + F(2 5) + . . ■ + F([« - 1] 5) 

n 

d. L der Mittelwerth von f(x) bezogen auf das Intervall x = a bis 
x = b, ist einerlei mit dem Mittelwertbe von F(g), wenn letzterer 
auf das Intervall | = 0 bis g — b — a bezogen wird. Man wird 
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leicht bemerken, dafs diese Operation analytisch Dasselbe ist wie 
geometrisch die Verlegung des Coordinatenanfanges von 0 nacb A; 
die Abscisse x wird dabei um a verkleinert, mithin ist x — a = j- 
die neue Abscisse, und an die Stelle der frflheren Curvengleichung 
y=f{x) tritt die neue y=f(a + £) — F (£)• 

Da femer a und i nur der Bedingung l > a unterworfen sind, 
so kann b — a jede beliebige positive GrSfse bedeuten und mit irgend 
ftineni Buchstaben bezeichnet werden. Wir wollen dafiir x selber ge- 
braucben, so dafs jetzt 

Lim F(0) + F{8) + F(2S) + . . . + Fjjn — 1] 3) 
n 

(a = f , x > 0 y 

das arithmetiscbe Mittel aller Ordinaten darstellt, welche sich auf 
der Strecke x errichten lassen. Dasselbe mag schlechthin der Mittel- 
werth von Fix') beifsen und mit MF(x) bezeichnet werden, wobei M 
keinen Factor, sondem nur die Abk&rzung der Worte „Mittelwerth 
von v bedeutet. Vermbge des Werthes von 3 gilt nun die Gleichung 

+ • ■ • ■ ■ + 

als Definition des Symboles MF{x). 

Die rechte Seite dieser Gleichung Mst sich noch etwas einfacher 
darstdlen. Wenn namlich erne Partie von gleichartigen Grofsen u 0 , 
u 1 , , ... Mn— i zu addiren ist, so schreibt man statt - 

“d + «1 + + + «•-! 

kfirzer 

Sujc, A= 0, 1, 2, . . . (n — 1) 

und liest „Summe aller der GrSfsen, welche aus u fiir Jc = 0, 1, 2, 

. . . (» — 1) hervorgehen;“ demgemafs kann man die vorige Gleichung 
in die folgende zusammenziehen 

MF(x) = Lim ^ 2F 

wobei nur ein far alle Mai zu merken ist, dafs h die Werthe 0, 1, 2, 

. . . (» — 1) erhalten soli 


§. 15. 

Der Mittelwerth der Potenss. 


Zufolge der gegebenen Definition wird der Mittelwerth von x? 
durch folgende Gleichung bestimmt 

«-> = - {£«’ + ©'+ (^-01 
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damit O p nicht unendlich werde, miissen wir p als positive Grofse 
voraussetzen , wir haben dann einfacher 


M(x p ) 


= Lim | 


l p + 2 P + S p + (a — lV 


nP* 1 


oder, weil der Factor x p kein n enthalt, 


1) 


M^) — j Lim 


1? _j_ 2 P 4. 3? . + in— l) p ' 


j a?. 


Ia deal speciellen Falle, wo p eiae gaaze Zabl ist, l&sst sich der 
nbthige Grenzwerth mittelst der in §. 7 entwickelten Ungleichungen 
finden; es ist namlich for jedes a > J > 0 


( P +l)a p > 

mithia far a = z, l = z — 1 


»f+i 




2 ) 

Man hat feraer 






a — b 

(^-ir 1 


p + 1 


(p+ 1)^< 


7P+ 1 


iP+ i 


folglich wenn i = e, a 

3) 


a — b 

0 + 1 gesetzt wird 

r + 1 


Die beiden Ungleichnngen 2) und 3) gestatten folgende ftbersicht- 
lichere Zusammenstellung 

(* + l) p+l — * p+1 ^ p ^ z*+ l — [z — 1)*« 


•>* p > 


P + 1 P+l 

und daraus ergeben sich fBr z — 1, 2, 3, ... in — 1) folgende spe- 
cielle Relationen 


2P+ 1 1P+1 

P+~i 
3P+ 1 _ %p+' 

P + 1 

4P+1 3P+1 

P + 1 


>l p > 

> 2 P > 

>S 1 ’> 


l** 1 
? + 1 * 

2P+ 1 jP+i 

P+l 
3P+ 1 _ 2 pfI 

7+i 


B** 1 — («■ 


- > ( a — l) 1 * > — 


l)** 1 — (n — 2) p+l 


P + 1 

Die Sunuae dieser Uagleichuagea ist 


»P+l. 


■> 1* + 2 P +...+(» — l) p > 


P+ 1 

(n—l )** 1 


P +1 " ' “ ' P +1 

wobei linker Hand die negative Einheit weggelassen werden kann, 
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weil dadurch die Ungleichung starker wird; femer liefert die Divi- 
sion mit n p+1 

r i_iy +i 

i ^ i* + a' + . .. + (* — i) p ^ V ») 

p + 1^ n^ 1 ^ p+l 

Bei unendlich wachsenden n und constant bleibenden p convergirt 

( 1\ JH- 1 

1 — -I gegen die Einheit, und daher wird die vorige Unglei- 
cbung zur Gleichung 

« lP + 2f + S p + . .. + (* — l) p 1 

4) Lira ^ f+T’ 

mithin ist nach Eormel 1) 

5) *(«’) = ^ 

wobei p eine ganze positive Zahl sein mufe. 

FQr nicht ganze positive p gilt ein ahnlicher Satz, dessen Be- 
weis aber nicht so einfach ausfallt; die Mittbeilung desselben kfin- 
nen wir um so eher iibergehen, als bei spateren Anwendungen der 
Fonnel 5) immer nur der Fall eines ganzen positiven p in Fragc 
kommen wird. 


§. 16. 

Die Mittelwerthe der Esponentialgrofse , des Sinus und Cosinus. 


I. For den Fall F(x) = a x haben wir nach der Definition des 
Mittels 


M{a x ') — Lim 


a 0 -f- a s + a 23 + . . . -(- aC" -1 ) 5 

— » 

n 


/p 

wo <5— ist. Giebt man der im Zahler stehenden Grofsenreihe die 
n 

Form 

1 + a* + (a 8 )* + («*)« + ....+ (a s ) n ~\ 
so erkennt man darin eine geometrische Progression und hat als 
Summe derselben 

(a 3 )" — 1 _ a” 3 — 1 _ a* — 1 . 
a 3 — 1 _ a 3 — 1 a s — 1 

Demnach wird 

Id 

oder auch, wenn man - durch - ersetzt, 
n x ^ 
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M(a x ) — Lim 

der Z&hler bleibt ungeandert, wenn S gegen die Null convergirt, der 
Nenner hat la zur Grenze (§. 8, No. 11), mithin ist 

!) M(a*) = ^ 

Besser noch gestaltet sich diese Formel, weun man statt a die 
Basis e einfilhrt, indem man la = a oder a = e a setzt; es wird 
namlich 

e os» 1 

2 ) M{e ax ) = -• 

'ax 

II. Der Mittelwerth des Sinus bestimmt sich durcli die Gleichung 

3) M (sin *) 

^ sin 8 -f- sin 2 5 -f- sin 8 8 + . . . . + (» — 1)5 

» 

wo es zunachst auf die Summirung der im Zahler stehenden Sinus 
ankommt Bezeichnen wir den Werth des Z&hlers mit U und multi- 
plidreu die Gleichung 

U = sin 8 + sin 2 5 -f- sin 8 5 -f- . . . . + sin (« — 1) 8 
mit 2 so kbnnen wir rechter Hand jedes doppelte Sinuspro- 

duct in eine Cosinusdifferenz verwandeln, indem wir die Formel 
2 sin A sin B = cos [A — S) — cos (A + B ) 
benutzen; wir erhalten 

2 £7sjn-j5=cos-$-5 — cos £5 
+ cos -|d — cos -|5 
+ cos £5 — cos -J-5 

+ cos (n — -|)5 — cos (n — -J-) 5 

d. i. nach gehoriger Hebung 

2 U sin ^8 = cos ^8 — cos (n — -J-) 8. 

( Hieraus ergiebt sich U, und zufolge der usprflnglichen Bedeutung 
dieses Ausdrucks gilt nun die Summenformel 

4) sin S + stn 2 5 -f- sin 3 5 -f- . . . -j- sin (n — 1) 5 

cos ^8 — cos (n — -J) 5 
2 sin ^ 5 

Bei der Anwendung von No. 3) ist zu berttcksichtigen, dais nd = x, 
folglich 

cos (« — -J) 5 = cos (nS — £5) = cos (x — -J5) 
ist; ersetzt man femar in No. 3) den Divisor n durch den Factor 
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so hat man 

mk, . v , . rcojid — cos(x — 4d) £5 1 

*) = lm L — r 1 — — ' rfpj 

und bei Ausfiihrung des angedeuteten Grenzeniiberganges 

5) M(sm x) = — — — 

Auf ganz gleiche Weise harm man aueh das etwas allgemeinere 
Resultat 

6 ) M(sin §x) = - — 

finden, worin /S einen beliebigen constanten Factor bezeichnet. 

m. Der Mittelwerth des Cosinus bestimmt sich durch die Glei- 
chung 

7) JJ(cos x) 

, 1 — [— cos 8 4- cos 2 8 — I— cos 3 8 * • • 4- cos (n — 1) 8 

— i 2m — ' 5 ! —f 

n 

und tier ist zunachst der Zahler in eine kiirzere Form zu bringen. 
Wir setzen defshalb 

1 cos 8 -f- cos 2 8 + cos 3 8 -f- . . . (n — 1) 8, 
multipliciren beiderseits mit 2 sin £ 3 und zerlegen rechter Hand je- 
des doppelte Product nach der Formel 

2 cos A sin B = sin (A -}- B) — sin (A — B) ; 

wir erbalten 

2 V$in%8 = 2 sin ^ 8 

+ sin 8 — sin -J- 8 
+ 5272 -|£ — sin -§8 
+ sin 1 8 — 5272 8 

+ sin (n — -|) 8 — sin (n — [-f ) 8 
d. i nach gehoriger Hebung 

2 F sin % 8 = sin •£• 8 -f- sin (n — -J-) 8 . 

Hieraus findet sich V und man hat daher die Summenformel 

8 ) 1 + cos 8 + cos 2 8 4 - cos 3 8 + • • • + cos {n — 1 ) 8 

_ sin £d-}- sin (n — £) 8 
2 sin £ 8 

Indem wir diefs zur Umwandlung der Formel 7) benutzen und 
oc 

nd=x, n — setzen, gelangen wir zu der Gleichung 

M(C0S x) = Lm f . _i£_1 
L * sin £dj 

in*/ \ szn x 
M(cos x) 

X 


d. L 

9) 
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Nach demsdben Verfahren erhalt man leicht die etwas allgemei- 
nere Formel ^ 

10) M(cos fix) = S1 ^ X - 

Die bisher entwickelten Mittelwertbe der Potenz, die Exponen- 
tialgrofse , des Sinus und des Cosinus sind die einzigen, deren Auf- 
suchung keine besonderen Kunstgriffe erfordert; um aber die ver- 
sehiedenen Mittel zu zeigen, welche in anderen Fallen benutzt wer- 
den kOnnen, verfolgen wir den Gegenstand weiter. Dabei mi sicb 
auch das wichtige Eesultat ergeben, dais die Functionen Z(1 + ®), 
arctan x und arcsm x als Mittelwertbe gewisser algebraiscber Func- 
tionen betrachtet werden durfen. 


§. 17- 

Der Mittelwerth von (1 + »)-*. 

Wir erinnern zunacbst an die in §. 7 bewiesenen Ungleichungen 
a m — b m >m(a—b) 6™- 1 , 
a m — b m < m (a — b ) a™ -1 , 

welcbe far jedes ganze positive m gelten, wenn a>6>0 ist In 
der ersten Ungleichung nehmen wir 


a=l+-, * — 1, 

m 

wobei 0 eine beliebige positive Grofse bedeuten m8ge; diefs giebt 

und durch tfbergaug zur Grenze far unendlicb wacbsende m 
1) e s — 1 >• z oder e*>l + «. 

In der zweiten Ungleichung setzen wir 
a = l, 

und erhalten 


b = i—~, 

m 






und durcb tlbergang zur Grenze fur unendlich wacbsende m 
1 — e~ * < s oder e~ z >1 — * 
und umgekehrt , wenn g ein positiver echter Bruch ist, 

2) e*<— i— 

1 — x 

Die unter Ho. 1) und 2) gefundenen Resultate stellen wir in der 
Form 

1 % 

Schlfimilch algebr. Analysis 6. Aufl. 


5 
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zusammen und nehmen uberall die nattirlichen Logarithinen; diefs 
giebt 

3) >»>*!+*). (0< 3 <1). 

Ertheilt man dem s der Reihe nach die Werthe 


— ? 
1 


5 

1 + 85’ 


5 


1+5 1+25 1 + 85 l + (« — 1)5 

worin 5 einen positiven ecbten Bruch bezeichnen moge, so erhalt 
man die folgenden Ungleichungen 


(r^) 

m 

(mo 

fl+lfl 

U + 2dJ 


1 + 5 
5 

1+25 


1 + 35 


'C4-0- 

U + as) 

/l+45\ 
U + SdJ 


, n+Q-i)5 \ 
\1 + (« — 2)5/ 




+ (« — 2)8/ ^ 1 -f- (n — 1)5 ^ (l + (n ■ 
und die Summe derselben ist bei gehoriger Hebung 


l 


> 8 


n+_i 

Li i + 




+ 


+ •••• + 


J 


> /(l+«5). 


-(-5 1+25 1 1 i+(»_ i)<5_ 

Die in Parenthesen stehende Summe ist dieselbe, worauf man bei 

1 


der Bestimmung des Mittelwerthes von 


1 + # 


kommen wiirde , da- 


re 


her ist fQr 8 = - 

>;[t 


1 


1 -j— 8 1 -J— 2 8 

i /(!+*) 


1 + (*_i)5. 


]= 


und durch (Tbergang zur Grenze fiir unendlich •wachsende n 

x 


S) «(nb) 

Hierin liegt der bemerkenswerthe Satz, dafs der natiirliche Lo- 
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garithmus durch den Mittelwerth der algebraischen Function ^ — - 

dargestellt werden kann. Damit ist gleichzeitig eine Methode zur 
Berechnung der nattirlichen Logarithmen gewonnen, denn bei grofsen 
n mills naherungsweis die Gleichung gelten 


'(!+*) 


oder 


.in- 

n 


x 

i + - 

n 


2x 

1 + — 
n 


1 + 


_J. ” 

( n — 1 ) j ? 

n _ 


«!■ +*)—[}+ + rjbc- +-•+ 

Zum praktischen Gebrauch empfiehlt sich diese Formel nicht sonder- 
lich, da man fiir n eine sehr ansehnliche Zabl nehmen miifste, um 
einige Genanigkeit zu erreichen. Die Sache Mst sich aber unter 
einem anderen Gesichtspunkte betrachten. 

Nach einer bekannten Formel hat man 


l — a m 


l — a 


= 1 4- o + «* + . ... + a m— 1 


Oder fur a = — ft 

1 + (— j V” +1 P m =1 — P-hP* — ....4* ( — l)”- 1 /*”- 1 ; 

denken wir nns ft als positiv und setzen fiir m eine gerade Zahl 2k, 
so geht der Zahler in 1 — ft sk iiber und betragt weniger als die Ein- 
heit; daher ist 

6 ) ^^>1— ft + ft»+ft* + ft**-'. 

Setzen wir dagegen m gleich einer ungeraden Zahl 2k 4 - 1 , so iiber- 
steigt der nunmehrige Zahler 1 4- ft 2 * -1 die Einheit imd daher ist 

7 ) rfft< l - l3 + (} * -jSa-M-0**. 

Die beiden Ungleichungen 6 ) und 7) benutzen wir, um aus No. 4) 
zwei neue Besultate abzuleiten. Es ist namlich erstens 



und wenn man rechter Hand die Ungleichung 6 ) auf jeden einzdnen 
Bruch anwendet, so erhalt man bei Zusammenfassung der gleicharti- 
gen Griifsen 


5 * 



68 


Gap. IT. Die Mittelwerthe der Functionen. 

>1 i + a + a + ....+(»-~i) j 


I s + 2* + 8 2 + + (a- 


1)* 


I s + 2 s -h 3 s + .... + (a — l) 3 


+ 

,2k— 1 


_[_ 2 at ~^ -f- + (a — l) 2 * 1 


_2k 


Durch Ubergang zur Grenze fiir unendlich wachsende n folgt hieraus, 
wenn man erst die Formel 4) in §. 15 benutzt imd nachher mit x 
mnltiplicirt 

8) /(!+*) >* — -£** + 


x 2k 

2 k X * 


Andererseits ist vermoge der Ungleichung 4) 


-/(!+*) 




1 + 


x 2x 

i+- i+- 

n n 




14 


(” — j> 


und wenn man rechter Hand die Ungleichung 7) auf jeden einzelnen 
Bruch anwendet, so gelangt man leicht zu dem Ergebnisse 


<1 — 


“ /(l 4- x) 

14-24-34-.. . + (a-l) 


4- 


l*+2* 4-3 a + . . . + (a — • l) s 


i“+a»+.... +(»-!)» 

T »*« ‘ ■ 

Durch Ubergang zur Grenze for unendlich wachsende n und nach- 
herige Multiplication mit x folgt hieraus 

9) 7(1 -f- x) < x — -Jar* -j- -Jar 3 — -J x 4 -f- 

*S*“+SFTT*“ + ‘- 

Mittdst der Bemerkung, dafs jede zwischen A und B>A lie- 
gende Zahl durch A + q {B— A) dargestellt werden kann, wo ? 
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einen nicht naher bekannten positiyen echten Brucli darstellt, lassen 
sich die Ungleichungen 8) und 9) zu einer Gleichung zusammenzie- 
hen, namlich 

10) /(I + x) — + fr» - 

l 


■a*. 


■ + 1 


a?* 1 . 


o«?<i. 

Dieses Resultat ist besonders bei ecbt gebrochenen x von Werth, 
weil man in diesem Falle die willkiirlicbe ganze Zabl Jc so grols 
wahlen kann, dafs # 2l+1 , mitbin aucb der letzte Summand, kleiner 
als irgend ein gegebener Bruch wird; die Grenzen, zwischen denen 
7(1 + x) liegt, lassen sich also bei echt gebrochenen x beliebig eng 
ziehen. Fiir x =0,3 z. B. hat man folgende Rechnung 


t (®> s ) 
- * ( 0 , 3 )* 

+ i m* 


0,3 

0,045 


0,255 
= + 0,009 


0,264 

— ± (0,3)* = — 0,002025 
0,261975 

+ i (0,3)5 _ 4. 0,000486 
0,262461 

_ 4 (0,3)6 = — 0,0001215 


+ T (0,3) 7 


0,2623395 
+ 0,000081243 


0,262370743 
_ 4 (0,3)8 = — 0,000008201 
0,262362542 
4- 4 (0,3) 9 = 4- 0,000002187 

0,262364729 u. s. w. 

Setzt man daher der Reihe nach It — 1, 2, 3 etc., so liegt 1(1,3) 
zwischen 

0,255 und 0,264 

0,261975 - 0,262461 

0,2623395 - 0,262370743 

0,262362542 - 0,262364729 

und es ist daher auf fiinf Decimalen genau 2(1,3) = 0,26236, was 
mit den Tafeln ubereinstimmt. 
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§. 18. 

Der Mattel werfh ron (1+* 2 )" 1 - 

Durch Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 

sin (A — B ) 

tan A — tan B — -r = 

cos A cos B 

iiberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

tan (« -j- (3) — tan a sin (S 

p p cos (ct P) cos a 

worin a und a + P zwei beliebige Bogen des ersten Quadranten be- 
deuten mogen. Unter dieser Yoranssetzung ist (§. 10, No. 1) 

sin (5, 


1) 


P 


> cos I 3, 


femer 


cos (or -j- (3) = cos a cos P — sin a sin j 3 < cos « cos §; 


ersetzt man daher in No. 1) den Factor 


sin p 

T 


durch cos p und im 


Nenner cos (a + p) durch cos a cos p, so erhalt man 
tan (a -)- (3) — tan a 1 


P 


cos x « 


oder 

2) ‘ [tun (a -j- (3) — tan «] cos 8 a > (5. 

Diese Beziehung gestaltet sich fiir unsere Zwecke brauchbarer, wenn 
wir die Substitutionen 

tan a — a, tan (« -|- /J) = * -|- S 

vomehmen; zufolge der Voraussetzung, das a und a + p gleichzeitig 
im ersten Quadranten liegen, ist jetzt 

a = arctan z, a p = arc tan (z -f- S), 

P = arctan (s? -f~ $) — arctan s, 

1 1 


COS * or : 


1 + tan* a 1 +• 


3) 


S 


1+3 


> arctan (z -(- S) — arctan z. 


Urn eine zweite und ahnliche Relation zu finden, gehen wir von 
der Gleichung aus 

tan a — tan (« — p) sin p 1 

P P cos a cos (a — j3) 

Rechter Hand ersetzen wir den Factor durch die grofsere Ein- 

heit und cos ( a — p) durch den kleineren cos a; wir haben dann 
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j3 cos 2 a 

oder 

4) \tan ct — tan (a — jS)] cos 2 a < jS. 

Es sci femer sowohl a als a — (t ein Bogen des ersten Qua- 
dranten, 

tan a = s 3 tan (a — §) == s — 6, 

so ist umgekelirt 

a = arctan s 9 a — j3 = arctan (z — d), 

£ as arctan z — arctan (s — 6), 
und die Ungleichung 4) geht dann in die folgende liber 

5) - — ; — -r- < arctan z — arctan (z — d). 

J i -f- z 2 

Ans No. 3) und 5) zusammen folgt 

arctan s — arctan (s — 8) > — — — - > arctan (? -f- S) — arctan s ; 

wir nehmen hier der Reihe nach e — 3, 23, 3 3 (n — 1)5, ad- 

diren alle entstehenden Ungleichungen und fiigen tiberall noch 3 hinzu, 
diefs giebt die neue Ungleichung 

arctan ([« — 1]5) -(- 8 > 


r , -i . 1 

1 | 

, 1 1 

L 1 1+5® 1 1 + (25) 2 

' 1 + (S5) 2 1 

“* + ! + ([«- 1]5) S J 


> arctan (n&) § — arctan 8, 

welche noch starker wird, wenn man die zuletzt vorkoinmende posi- 
tive Differenz <5 — arctan 8 weglafst. Fiir nd — x und durch bcider- 
seitige Division mit x folgt 


6 ) 


i arctan 
x 


(- 9+1 


1 + 


i + 


0 ) ' + 


+ "" + 1+( ^y 


> - arctan x, - _ - 

x 

und es erhellt unmittelbar, dafs diese Relation zur Bestimmunj? des 
Mittelwerthes von r— ^ — - dienen kann. Durch tibergang zur Gxenze 
fiir unendlich wachsende x ergiebt sich in der That 

7 ) * (rppr)— 

■womit der bemerkenswerthe Satz gewonnen ist, dais arctan x durch 
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1 


den Mittelwertb der algebraiscben Function 1 f - - g ausgedrflckt wer- 

JL "j" X 

den kann. Gleichzeitig liegt hierin eine Methode zur Bereclnnmg 
eines Bogens, wenn seine Tangente gegeben und — x ist, denn fiir 
grofse n mufs die Gleidmng 

arctan x = 

t + % + ^ + '‘'' +rT ^] 

wenigstens n&berungsweis richtig sein. So erbalt man z. B. fttr 
x — 1 und n — 10 




J-+— +—+—+ — 

100 “ 101 ^ 104 ^ 109 116 


, J_ , _L , J_ 4 -_ L 4 - JL 
125 _r 136 " r 149 * r 164 “ r 181 

d. i. 

+s = 0,70998; 

die nicht unbedeutende Abweichung von dem wabren Werthe \n — 
0,7854 zeigt, dafs man n weit grofser nehmen mufste , um eine er- 
traglicbe Genauigkeit zu erreicben. Hierdurcb wird aber das Ver- 
fabren sehr unbequem. 

Dagegen gelangt man zu vid braucbbareren Formeln, wenn man 
die im vorigen Paragrapben entwickelten Ungleicbungen 

8) 1 — 0 + 0* — /** + ••• — I 


1 + 0 
l 

1 + 0 
der Reibe nach fur 


S) 


<1 — 0 + | 3 * — 0 »+... + 0 « 


(¥)’• ©••-( & + L T 


auf No. 6) anwendet. Zun&cbst ergiebt sicb 


- arctan 
x 


(x — -) + i 
V. n) n 


s. 1 

1* + 2* + 8 s + . . 


(«- 

1)2 x* 


n* 




4“ 

l 4 + 2 4 +3 4 + .. 

• • + 

(n — 

1)1 X* 

n 5 





1« + 2« +3 e + .. 

• • + 

(n — 

i>i* 6 




m 


+ 


• 

• 

• • « 


+... + («— 






* 3 
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durch Gbergang zur Greuze ftir unendlich wachsende n und durch 
Multiplication mit x folgt Meraus 

10) arctan x > x — -Jx® -j- -£x 5 — -f* 7 ~h • • • • 

f rik—i 

4 k— 1 * 

Benutzt man dagegen die Formel 9) zur Umwandlung yon No. 6), so 

hat man erst 


* ««.,<! - i‘ + a’ + »- + . 

X »® 

+ i* + 2* + 3*+. .. + (» — iy xi 


4- 2*fc _|_ + (« — !)« 


n «+i 




■X tt + 1 . 


und nachher durch tlhergang zur Grenze 

11) arctan x ■< x — -J-x® -f- -J-x 5 — -fx 7 -j- 

1 ~4fc-l _i 

4A — 1 ^ 4* + 1 ’ 

Aus den gefundenen Ungleichungen lafst sich eine Gleichung bil- 
den, wenn man einen nicht naher bekannten positiyen echten Bruch 
q einfahrt; es ist namlich 

12) arctan x = -J-x — -J-x® -f--Jx 5 — 

1 . Q 


x^- 1 


x^+i, 


0,2679492, 


4A — I" ‘ 4*+l 

0<Q<1. 

Diese Formel leistet im Falle x < 1 gute Dienste, weil sich dann 
A so grofs w&hlen laTst, dais x u+1 beliebig kldn gemacht warden 
kann. Nimmt man z. B. 

V 3 — 1 

x = 

V® + i 

was gerade der Werth yon tan 15° ist, so hat man fiir 7e = 2 fol- 
gende Rechnung 

x = 0,2679492 

_ ^.ar® = — 0,0064126 
0,2615366 
+ $x® = + 0,0002762 
0,2618128 
— }x 7 = — 0,0000142 


+ $** 


0,2617986 
+ 0,0000008 
0,2617994. 
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Demnach liegt der gesuchte Bogea zwischen 0,2617986 uad 0,2617994 
and es ist also auf seeks Decimalea 

arctan ^=0,261799; 

vys + 1 J 

ia der That stimmt dieser W erth mit arc 15° = tV 57 " i n sechs Stellen 
tibereia. 


§. 19. 

1 

Der Mittel^rerth von (1 — a 3 ) 

Durch Amvendung der bekaaatea goaiometrischea Formel 

. „ A + B . A — B 

sin A — sin B a= 2 cos — - — sin 


findet maa augeablicklich . 

sin (c -j- (S) — sin a 


P 


\ 2 


, . , .. sin 4/S 

: cos (a + £/S) 


Der erste Factor rechter Hand betragt weniger als cos a, der zweite 
weniger als die Eiaheit, daher ist 

sin (a- J— jS) — sin a 


oder 

1) 


P 


< cos a 


sin (a -f- |5) — sin a 




cos a 

Dieser Ungleichung geben wir dadurch eine andere Form, dafs wir 
sin a. — s , s in (a -j~ P) = ss +* 8 

und gleichzeitig a and a -f /? als Bogen des ersten Quadranteu vor- 
aussetzen. Zufolge der vorstehenden Substitution ist namlich. 
a = arcsin s, a -f- § — arcsin ( s -f- 8), 

jS = arcsin (s + 8) — arcsin s, 
cos a — Vl — sin 2 a = y' 1 — s* 9 
mithin wird aus No. 1) 

8 


2 ) 


yr 


. *2 


< arcsin (3 -f- <5) — arcsin s. 


Za einer ahnlichen Relation gelangt maa dadurch, dafs maa voa 
der Grleichuag 

sin « — sin (« — jS) sin $/S 

P 

ausgeht und fur die beiden Factorea rechter Hand kleinere Werthe 
setzt Da nun cos (a — p) mehr als cos a betragt, so hat man 
cos a -j- cos (« — S) > 2 cos a 


oder 



folglich. 
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cos (« — -JjS) > 


cos a 

coTp 


Femer 1st nacl §. 10, Formel 1) 

sin -fr/3 


> COS ip, 


und durch Substitution dieser kleineren Werthe erhalt maa aus der 
letztea Gleichung : 

sin a — sin (a — jS) , 

P 

oder 


> cos a 


3) 


sin 


tt — sjnja — p ) > ^ 


cos a 


Unter der "Voraussetzung, dafs a und a — /? im ersten Quadranten 
liegea, sei 

sin u — s, sin (« — P)=s — S, 

mitlin 

a — arcsin s, a — (3 = arcsin (s — d), 

P = arcsin a — arcsin (s — 8); 
die Ungleichung 3) wird dann zur folgenden 

8 

4) > arcsin s — arcsin (s — d). 

' Vl — s* V 1 

Die gewonnenen Resultate stellen wir in der ubersichtlicberen 

Form zusammen 


arcsin (s -f- d) — arcsin s > — - - = > arcsin s — arcsin (s — d), 

nebmen der Reihe nacli 2 = 6, 26, 3 6, . . . (n — l)d, und addiren 
alle entstehenden Ungleicbungen, wobei wir dberall nocb 6 hinzu- 
fdgea; diefs giebt 

arcsin ( nS ) — ( arcsin d — d) ^ 

S [ 1 ^yni'ds "*~yi — (2d)» : + ([«— i]d)J 

> arcsin ([a — l]d) + 6, 

welcie Ungleichung nocb starker wird, wenn man die linke Seite 
um die positive Grbfse wrcsm 6—6 vergrofsert. Far n6 = x wird 
femer 
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5) 


— aresin x > 
x 


1 + 


jA-er k-Cv)' 

. r *\ , i 

i» la: I H — > 

v »/ » 


]/^C 


(« — ljjr'j 


> - aresin 

x 


und es erbellt unmittelbar, dafs diese Ungleichung zur Bestimmung 

des Hittelwerthes von (1 — x 2 ) * dienen kann. Man gelangt so zu 
der Formel 


6) ■*(yT=t)= 

worin sicb der Satz ausspricbt, dafs die Function aresin x durch 

1 

den Mittelwerth der algebraiscben Function (1 — x) r dargestellt 
werden kann. Gleicbzeitig ergiebt sicb bieraus ein Yerfahren, urn 
den Bogen zu finden, wenn' der Sinus bekannt und —x ist , denn 
fur grofse n mufs die Gleicbung 

aresin x = 


x[ 1 1 

wenigstens naberungsweis gelten. Man erreiebt indessen nur dann 
eine erbebliebe Genauigkeit, wenn man fur n eine sebr bedeutende 
Zabl nimmt, und daber ist das Yerfabren niebt bequem. Wir wer- 
den spater zeigen, wie sicb der angedeutete Grenztibergang ausflibren 
und damit eine vollkommen brauebbare Formel entwickeln lafst. 


§. 20 . 

Did Mittelwerthe zusammengesetzter Functionen. 

L Wenn F(x) aus zwei anderen Functionen <D(x) und ¥(x) so 
zusammengesetzt ist, dafs die Gleicbung 

F(x) = A<S>[x) + BW(x) 

stattfindet, wo A und B irgend welcbe Constanten bedeuten, so bat 
man aucb 
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f( 0) = ^<P(0) + BW(0), 

f (¥)=^(¥)+*H¥> 


und erh&lt daraus sehr leicht 


1 

n 

[ F(0) 4- 

-1 

I + f (¥) +•••+ d 

[^)] 

— A • - 

n 

[®(0)+ ®| 

f X s 

1 + <¥)+•••+ *1 

«)] 

+ B • - 
n 

JV(o) 4- 


1 + *(¥) +•••+*( 

“)] 


Durch Ubergang zur Greuze fiir unendlich wachsende n giebt diefs 


MF{x) = A . M®(*) + B . 
oder zufolge der urspriinglichen Bedeutung von F{x) 

1) M[A . ®(*) + B . 3»(*)] = A . M$(x) + B . 3>(«). 

Pur A — B— 1 liegt bierin der Satz: Der Mittelwerth von 
der Summe zweier Functionen ist gleich der Summe von 
den Mittelwerthen der einzelnen Functionen; fiir A = l, 
B — — 1 erhalt man einen analogen, leicht in Worte zu fassenden 
Satz. 

Auf gleiche Weise, me Formel 1) abgeleitet wurde, kann man 
aucb folgende allgemeinere Formel entwickeln 

2) + ^ 2 <P 2 (*) + . . . + ^*®*C*)] 

— . MO,{x) + A s . Jt® 2 (*) + . . . + A k . W ®u(x), 

welche ffir jede endlicbe Anzahl von Summanden gilt. Dagegen darf 
man sie nicht ohne Weiteres auf unendlicbe 7c anwenden, veil der 
Grenzwerth der Summe einer unendlicben Menge von Functionen nicht 
notbwendig gleich der Summe der Grenzwerthe der einzelnen Sum- 
manden zu sein braucht (§. 6). 

Die Formel 2) dient zur Berechnung der Mittelwerthe aller sol- 
chen Functionen, welche sich in Theile zerlegen lassen, deren Mittel- 
werthe schon bekannt sind. So hat man z. B. 

JE[« + fa 2 ) 3 ] = Jl[« s + Sci 2 jS.» 2 4- 3«/S 2 r* 4- /?»*«] 

— Jl(« s ) 4- 3 «*£ JJt(* *) 4- 3«j5* JK®«) 

- + 3« 2 /Sy 4- 3«jS 2 y + JS* y- 

Als zweites Beispiel diene die Bestimmung des Mittelwerthes von 
cos* x; es ist 
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iJl(eoi 2 x) = Ifl(£ -j- cos 2x) — + ^Sfl(cos 2x) 


oder 

sin %x 

ilt(e<K s x) = |- + i • — - — 

In abnlicher Weise ergiebt sich 

iH(sw 2 x) = IH(£ — % cos 2x) = £ — ^Jtl(co$ 2x) 
. , sin 2x 


II. Wenn die Function F(x) yon 2 = 0 an bis zu irgend emem 
Werthe x — a positiy bleibt, so sind fur x <£ a die sammtlichen 
Werthe 

™ <;)■ f (t> • • • K' 1 ^) 

positiv, mi thin ist es auch ibr arithmetisches Mittel, sowie dessen 
Grenzwerth. Man bat daber den Satz: So lange die Function 
F[x) vonx = 0 an positiy bleibt, so lange bat auch MlF(x) 
einen positiven Werth. 

Hieraus folgt ein sebr braucbbares Theorem, wenn man sich 
F(x) als Differenz zweier Functionen <D(x) und W(x) denkt, also 

F(x) = $(x) — T(x) 

und dem entsprechend 

jhf(i) = iii®w — in >P(x) 

setzt. Ist namlich Q(x) > F(x), so bleibt F{x) positiy, mithin ist 
iJt.F(a;) positiy, und diefs kann nur der Fall sein, wenn M<D(x) > 
ist. Man hat daher den folgenden Satz, der ubrigens geo- 
metrisch unmittelbar einleuchtet: wenn yon zwei Functionen 
die erste immer grofsere Werthe als die zweite hat, so 
ist auch ihr Mittelwerth der grSfsere yon den Mittel- 
werthen beider Functionen. 

So erhalt man z. B. aus der Ungleichung 

1 > COS x, 

wenn man beiderseits die Mittelwerthe nimmt 


, _ sm x , _ 

1 > oder x z> sm x 

X 

wie man oknehin weifs. Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt 
man zu dem neuen Besultate 


2 


- COS X , JT® 

oder cos x > l — — • 

x 2 


Die nochmalige Bildung der Mittelwerthe giebt 


sin x 


> 1 


oder sin x ^ x ■ 


2 . s 


2 . 8 ’ 
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wiederum ist nach demselben Verfahren 

x z 
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oder 


1 COS X X 

x ^2 


COS X < 1 |- 


femer mit Htilfe der Mittelwerthe 


sin x 


< 1 


2 . 3 


+ 


oder 


sin x x • 


3 


+ 


2” 

CO 


a: 1 * * 4 

2 

.3.4’ 


ar 4 

2~ 

VO 

CO 

. 


or 5 

Y\ 

3.4.5 


Man tibersieht leicht, wie sicli dieses einfache Verfahren fortsetzen 
liisst und dais man bierdurcb beliebig viele Ungleichungen ableiten 
kann, die sich wechselweise auf den Cosinus und Sinus beziehen. 

Stellt man zunachst alle fur den Cosinus geltenden Ungleichun- 
gen zusammen, so hat man 
cos x < 1 , 

ar» 


COS X 1 


1 . 2 ’ 


cos x i 
cos x 3 > 1 ■ 


r2 


1 . 2 

1 . 2 


+ 

+ 


1 . 2 . 3 . 4’ 

a; 4 


1.2. 3. 4 1.2. 3. 4. 5. 6 

U. S. W. 

d. i. wenn p irgend eine ganze positive Zahl bezeiehnet, 


cos x 1 
cos x ^ 1 ■ 


1 . 2 
172 


+ 


+ 


1.2.3 4 


• • • • + 


x 


1 . 2 . 8 . 4 


— • • • • + 


1.2.3... (4 p)’ 

x&P 

IT 2 . 3 . . . (4/>) 
x*P+ s 


1.2 (4/> -f- 2) 

Eine Zahl, welche grofser als S aber kleiner als T ist, kann immer 
unter Form T—q (T— S) dargestellt werden, ivenn man nnter q 
einen nicht naher bestimmten positiven echten Bruch versteht; daher 
lassen sich die ohigen Ungleichungen in folgende Grleichung zusammen- 
ziehen: 


B) COS X = 1 ■ 


1 . 2 


+ 


1 . 2 . 3 . 4 


...+ 




1 • 2 . . . (4p) 

QX 4 -^ 

1.2... (4/> 4" 2)” 
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Durch Zusammenstellung aller Ungleichungen, in denen sin x 
vorkommt, hat man femer 
sin x < x , 


sin 


1 . 2 . 3 ’ 




+ 


sin x > y 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 ’ 

rB 


jr s i 

mTs 1 . 2 . 3 . 4 . 5 


1.2. 3. 4. 5. 6. 1 


oder aUgemein ausgedrucbt, 

X 

™*<i-nrs + 


a: x s 

sin x (- 

^ 1 1 . 2.3 ' 


u. s. w. 

x 5 

1 . 2 . 3 . 4.5 

• • • • 4" 

x h 

1 . 2 . 3 . 4.5 “ 


x 4jh-i 


Hieraus folgt die Gleichung 


4) ar = y 


1 . 2 . 


4- h 


1 . 2 . 3 . . . (4p -H 1)’ 

x*P+s 

1 .2.8... (4 p 4" 

1 . 2 . 3 . . . ( 4 />+ 1 ) 
ip+a 


1 . 2 . 3 . . . ( 4 /> + 3 )’ 

•worin q wieder einen positiyen echten Bruch bedeutet, dessen Werth 
nicht naher angegeben werden kann. 

Die Gleichungen 3) und 4) lassen sich zur Berechnung yon cosx 
und sin x auf ganz ahnliche Weise benutzen me die Formel 10) in 
§. 17 zur Berechnung der naturlichen Logarithmen. Wir kommen 
spater darauf zuruck. 


§. 21 . 

Geometrische Anwendungen. 

L Die Quadratur ebener Ouryen. Wie in §. 14 bezeichne 
y = F(x) die Gleichung einer ebenen krummen Linie, -wdche yon 
x—O an bis zu irgend einem individuellen Werthe des x reelle und 
endliche, sich stetig andemde Ordinaten besitzen moge. Unter die- 
ser Yoraussetzung schliefsen die Abscisse OM—x (s. Fig. 9), die 
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Ordinaten OC=F(0), MP— F{x) und 
das Curvenstiick CP eine endliche Flache 
COMP= V ein, deren Bestimmung w 
uns zur Aufgabe machen. 

Ein Mittel znr naherungsweisen L8- 
sung dieses Problemes bietet sick leicbt 
dar. Theilt man namlich die Abscisse 
x in eine grofse Anzahl gleicher Theile 
nnd errichtet in jedem Tbeilpunkte eine Ordinate, so zerfSJlt die 
Flache COMP in eine gleiche Menge von Streifen, deren Breite um 
so geringer ausfallt, je grofser die Anzabl jener Theile ist. Mit eini- 
ger Aufopferung von Genauigkeit konnte man jeden solchen Streifen 
als Rechteek ansehen, hiemach seine Flache berechnen und die 
Summe dieser Flachen als einen Naherungswerth der Flache COMP 
betrachten. Setzt man die Anzahl der Theile = n, so hat jedes 
cc sc 2 sc 

Rechteek die Basis den Abscissen 0, -. — u. s. w. entsprechen 
n ’ n n * 

die Ordinaten 


Pig. 9. 



». - t V>’ ». - 40 ' ». “ 4 t ) 

-= 4 ^') 

und diese sind die H5hen der verschiedenen Rechtecke. Demnach 
ergiebt sich fttr die Summe aller Rechtecksflachen, welche S n heifsen 
moge, 


Sn = ^J 0 +% 1 +ly a + ...+%n-t 
n n n n 


- ;[*"» + 4 ;) + 4 ?) + • • • + 4 5 4 JL ')} 

So gewiss nun S n einen Naherungswerth der gesuchten Flache 
darstellt, so ungewifs ist der Grad der erreichten Genauigkeit, und 
es bedarf daher noch einer besonderen Untersuchung, ob man durch 
fortwahrende VergrSfserung der Theilzahl n sich der Flache COMP 
beliebig weit nahem kann, oder mit anderen Worten, ob der Unter- 
schied zwischen V und 5„ kleiner als jede angebbare Zahl werden 
kann. 

Da •wir die Curve als stetig von G nach P verlaufend voraus- 
setzen, so lafst sich die DifFerenz zweier benachbarteu Ordinaten klei- 
ner als jede beliebige Linie machen, weil es durch hinreichende Ver- 
grofserung der Zahl n jederzeit moglich ist, die Ordinaten einauder 

Schldmilch aljebr. Analysis. 6, Aufi, § 
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beliebig nahe zu rticken. Es sei nun n so grofs gew&hlt, dafs jede 
der Ordinatendifferenzen 

!to // 1 * y± y y g ■ ~ y$ j • ■ • Vn — 1 Vn. 

kleiner als die willkflrliche Linie X ist, so trage man X, von dem 
oberen Endpunkte jeder Ordinate aus, zweimal ab, einmal nach oben, 
einmal nacb unten, und ziehe durch jeden der erbaltenen Punkte eine 
Parallele zur Abscissenacbse. So bezeicbnet z. B. in Fig. 10 GG'EK 
Pig io. einen der Streifen aus Fig. 9, femer ist EI=±LK — X 
und IF\\KE = GG'. Znfolge der Yoraussetzung, dafs 
I — -f/ die Ordinatendifferenz G'FF — GJS weniger als X betragt, 
k^\ nun der Bogen HH' in das Recbteck IKE! I und 

i es gilt ffir die Flachen die Ungleichung 

•E| f GG’Il > GG' WU > GggR. 

-4 — -4r- Indem wir dieselbe auf alle n Streifen anwenden, deren 


Flachen v 0) v 1 
wir folgende Ungleichungen 


. v H -i heifsen mogen, erhalten 


f(y s +A) >* 2 




X X 

+ X) > »n-i > -<y n - 1 — *); 

wir addiren dieselben und bezeichnen mit S„ die Summe der Streifen 
der Flache COMP; es ist dann 

S n + xX > V> S n — xX 

oder 

ix > r—s n > — ix. 

Da nun X, mithin auch Xx beliebig klein gemacht werden kann, so 
folgt, dafs sich der Unterscbied zwiscben V und S n unter jede an- 
gebbare Grofse herabbringen lafst, dafs also V der Grenzwerth ist, 
welchem sich S u bei unendlich wachsenden n nahert. Zufolge der- 
Bedeutung von S n ergiebt sich hieraus die Formel 

y = Lim If™ +<;)+<¥) + ■■■+ 

d. i. 

1) V— x . iHF(x) oder JHF(x) = 

o 
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Die iiber die Abscisse x stehende Flache ist also gleich 
dem Recbtecke aus der Abscisse und der mittleren Ordi- 
nate, oder, der Mittelwerth aller auf x stehenden Ordi- 
naten ist die H8he desjenigen Rechtecks, welches die- 
selbe Basis und. gleichen Inhalt mit der fiber x liegenden 
Curvenflfiche hat. 

Mit einer geringen Modification bleiben alle vorigen Betrachtun- 
gen auch bei einem schiefwinkligen Coordinatensystem anwendbar, des- 
sen Coordinatenwinkel XOY=y sein m8ge. Die einzelnen Streifen 
v 0 , v u v s , ... v n -i sind dann Parallelogramme mit den Hohen 
y 0 siny, y L sin y, y a sin y, ... y„_x siny; 
es tritt also uberall y sin y an die Stelle yon y und daher wird 
2) V— x . iltF(x) . sin y. 

Als Anwendung der Formeln 1) und 2) geben wir die Quadratur der 
Kegdschnitte. 

Die Parabel. Wenn die Scheiteltangente zur Achse der x, die 
Parabelachse zur y- Achse, und der ganze Parameter = e genommen 
wird, so ist die Gleichung der Parabel 

x a 


fOr die fiber der Abscisse x stehende Flache S erhalt man folglich 

was schon Archimedes gefunden hat 

Die Ellipse. Wie gewohnlich sei die Gleichung der Curve 

6)* + (f) 2==1 oder F-JVS^I 

die fiber der Abscisse x stehende Flache ist hiernach 


f== x niQ = - a .xs ny«* — x*. 

Das Product x . ill y«* — x* bedeutet geometrisch die fiber der- 
sdben Abscisse stehende Flache in einem Kreise, dessen Halbmesser 
= a ist; diese Flache besteht aus einem rechtwinkligen Dreiecke mit 
den Katheten a, y«* — x 3 und einem Krdssector, dessen Centri- 


yjj 

winkel einen Sinus = - besitzt, mithin ist 

Of 

x ill ya* — x* = ■$■ x ya* — x* + -J- a* arcsin 

und hieraus folgt far die elliptische Flache 

b t x 

F— £ x . - y a 2 — x 2 + ab arcsin 
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Den geometrischen Sinn beider Summanden wird man leicht er- 
kennen. 

Fiir x — a erhalt man die Flache des Ellipsenquadranten 
— ^ ab; die ganze Ellipsenflache ist daber = it db — n (]/ab) s , 
d. h. gleich einer Ereisflacbe, deren Radius das geometrische Mattel 
zwischen a und b ausmacht. 

Die Hyperbel. Die Asymptoten der Curve nehmen wir zu 
Coordinatenacbsen ; ein Scheitel sei C und seine Coordinaten OA — c, 
AC—OB—c ; femer mbgen OM und MP die Coordinaten irgend 
eines Hyperbelpunktes bezeichnen; bekanntlich ist dann 
OM . MP — OA . AC — e 9 


oder wenn AM—x und MP—y gesetzt wird, 

c 2 

(c x) y = c 2 woraus y — — - — 

c-j-a: 

Demnach ist die liber der Streeke AM stehende Flache AMPC 

c s 

F— x . iii — - — . sin y, 
c -j- x 

wo y den Winkel zwiscben den Asymptoten bezeichnet. Die hier vor- 
kommende HittelgrSfse bildet den Grenzwerth des Ausdrn c ks 


c *\ l | 1 I 1 i 

n<c ^ x^ 2x ' ‘ ‘ 

I c — j e-\ 

l n n 


(« — !)*>, 


und. kann leicht gefunden werden, wenn man for den Augenblick 

SC 

-==f oder x — cl; setzt; der vorstehende Ausdruck verwanddt sich 
c 

dann in 

={ 1 + 1 ij + r75 + '" + i75Hi: , | 

( n n n ) 


und hiervon ist der Grenzwerth 


Fflr die gesuchte Flache ergiebt sich nun 

siny + 

die Flache V verhait sich demnach zur Flache des Rhombus OACB 


wie + -j zur Einheit. 

H Die Cubatur begrenzter Volumina. Rings um die 
Achse der x liege eine Flache und es heifse Fix) der Inhalt des 1 
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Quersclmittes, welchen eine im Endpunkte des x nonnal zur ®-Achse 
gelegteEbene mit der Flache bildet; wenn nun Fix) stetig und end- 
licb bleibt von x = 0 bis zu irgend einem individuellen Werthe des 
x, so umschliefst die Flache nebst den beiden Querschnitten .F(0) 
und Fix) einea korperlichen Raum von endlicher Grofse, dessen Be- 
stimmung wir uns zur Aufgabe macben. 

Um zunfichst einen Nfiherungswerth far das gesuchte Yolumen 
zu erbalten, denken wir uns die Strecke x in n gleiche Theile getbeilt 
und durcb jeden Tbeilpunkt eine Ebene nonnal zu x gelegt; kier- 
durcb zerfallt das Yolumen in n Scbicbten, von denen jede die Dicke 

CO 

oder Hohe - besitzt. Betrachten wir diese Scbicbten als Cylinder, 
deren Querschnitte der Reibe nacb sind 

so giebt die Summe jener n Cylinder einen Naberungswertb 

+ <9 +£?)+•■■+ K^)]- 

Zufolge der Yoraussetzung, dafs sicb die Querschnitte stetig 
findem, kann die Differenz zweier benacbbarten Querschnitte kleiner 
als jede beliebig kleine Flache 1 gemacbt werden; letztere nebmen 
wir willkiirlick und denken sie uns ringformig um die einzelnen 
Querschnitte gelegt, einmal nacb Aufsen (additiv), das andere Mai 
nacb Innen (subtractiv). Im ersten Falle lassen sicb fiber den um 
1 vermehrten Querschnitten Cylinder von der gemeinschaftlichen H6he 

- bilden, welche die Schicbten des Volumens einschliefsen, mithin 
n 

grofser als letztere sind; im zweiten Falle erhalt man zu kleine Cy- 
linder. Die in Abschnitt I. aufgestellten Ungleichungen bleiben nun 
dieselben, wenn man unter y 0 , y lt y a , — yn-i die Flachen der ein- 
zelnen Querschnitte, unter v 0 , v 1 , v a , v n -i die Volumina der 

Schicbten und unter V das gesuchte Volumen versteht. Man gelangt 
daber zu dem analogen Resultate 

F=x .MFix) 

d. h. das Volumen ist das Product aus seiner H6he in den 
Mittelwertb aller seiner Querschnitte. Als Beispiele mfigen 


die Flfichen zweiten Grades dienen. 

Das Ellipsoid. Die Gleichung dieser Flache ist bekanntlich 


(9‘ + (9’ +: (9'- li 
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der Querscbnitt am Ende des x, senkrecht zur Achse der x gelegt, 

bildet eine Ellipse mit den Halbachsen 

-Va s — X* und -ya*~— x*, 

a' a' 

mithin ist die Querschnittflache 

F (*) = ~ lS )> 

hierans ergiebt sich 

y=xn %M(a* — x*) = n^(a*x — 4*8), 
a* a* 

und diefs ist das Yolumen einer Zone, welcbe l&ngs der a;-Achse die 
H5he oder Dicke x besitzt. Fiir x — a geht V in das Yolumen des 
halben Ellipsoides —fyitabc fiber; das Yolumen des ganzen Ellipsoi- 
des ist daher =%nabe d. h. gleich dem Inbalte einer Kugel, welche 
das geometrische Mattel aus a, 5 und c zum Radius bat. 


Das einfache Hyperboloid, dessen Gleichung 

_ («) + 0 ) + G )’ =1 

sein m5ge, wird von einer im Endpunkte des x senkrecbt zu x ge- 
legten Ebene in einer Ellipse gescbnitten, deren Halbacbsen sind 


_y a a _(_ a:* und + X s . 


Diefs giebt 


be 

■■ xn — JH(a® -j~ ar a ) = 


be , 

T 1 

a 3 




in dem speciellen Falle x = a folgt hieraus, dafs die Zone von der 
H5be a den namlichen Inhalt besitzt, wie ein aus den Halbachsen 
a, l, c construirtes Ellipsoid. 


Das getheilte Hyperboloid. Verlegen wir den Goordinaten- 
anfang nach einem Scbeitel der Flache, so baben wir als Gleichung 
der letzteren 




= 1. 


Der Querschnitt am Ende des x ist eine Ellipse mit den Halbachsen 
*“)/2ax + x* und x 2 , 

mithin ist das Volumen einer Kappe von der H5he x 

V ==arjt— i5t(2 ax -f- x 2 ) = it — (ax* -f- -J- x B ). 

Ftir x—a erhalt man V — abo wie beim Ellipsoid, 
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Das elliptische Paraboloid hat zur Gleichung 



und der Querschnitt ist eine Ellipse mit den Halbachsen Y2hx und 
Y^cx, daher 

V *= x . 2 Jt "j/iiT • Jlt(ar) = it Y^c . X s . 

Der InhaJt der Kappe von der Hohe x betragt also die Hfilffce von 
dem Volumen des umschriebenen ellyptischen Cylinders. 

Das hyperbolische Paraboloid mag durch die Gleichung 



dargestellt werden. Sein Querschnitt ist eine Parabel, von welcher 
die ay-Ebene ein begrenztes Stiick abschneidet; betrachten wir uur 
das fiber der #y-Ebene liegende Volumen, so ist 

mi thin 

r — 

Man bemerkt lcicht, dafs dieses Volumen dem Drittheil vom Inhalte 
des umschriebenen parabolischen Cylinders gleichkommt. 

§■ 22. 

Naherungsweise Bestimmung der Mittelwerth'e. 

Wenn es nicht gelingen will, den Grenzwerth zu ermitteln, wel- 
chem sich der Ausdruck 

; [w+<;) +<¥) + ••• + "(^r 25 )] 

bei unendlich wachsenden n nahert, so bleibt nichts iibrig als die 
wirkliche numerische Berechnung desselben. Letztere kann auf ver- 
schiedene Weisen ausgefflhrt werden, und urn diese anschaulich zu 
machen, denken wir uns die Sache geometrisch, indem wir nicht den 
Mittelwerth MF{x), sondem die ebene Flache V—x.MF(x) be- 
rechnen, woraus MF{x) immer wieder hergeleitet werden kann. 
Setzen wir wie fraher 

— — E(0 )==y 0 > ’ 

und benutzen das Zeichen /, um anzudeuten, dafs zwei Grofsen 
nahezu gleich sind, so haben wir als erste Naherungsformel 
i) v± % 0 + .Vi + <Jt + • • • + 

und hierbei werden nach §. 21, I die einzelnen Flachenstreifen v 0 . 
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» x , v.j , ... v n -i als Rechtecke betracktet. Durch einzelne Beispiele 
von quaclrirbaren Curven tiberzeugt man sich leicht, dafs die Formel 
nur dann eine erhebliche Genauigkeit bietet, wenn n sehr grofs ge- 
nommen wird, und da hierin eine nicht geringe Unbequemlichkeit 
liegt, so entsteht die Frage, ob sich nicht Formeln anfstdlen lassen, 
die eine raschere Annaherung gewahren d. h. schon bei mafsigen n 
ein ziemlich genanes Resultat liefem. 

Es erhellt nun unmittelbar, dafs man dem wahren "Werthe von V 
naher kommen wird, wenn man die einzelnen Streifen als Trapeze 
ansieht, was im Grunde darauf hinauslauft, einen kleinen Bogen mit 
seiner Sehne zu verwechseln. Bei dieser Berechnungsweise ist 

r±$ t iL± h i 4- +J L*.-L.s y -± + h. + . . . + s gn ~ 1 + yn 

T 2 2 2 2 

oder durch Yereinigung der gleichartigen Grofsen 

2) +Vi +y 2 + • • • +Ui-i + iy n ). 

Ein noch genaueres Resultat l&fst sich dadurch erreichen, dafs 

man die Bogen, welche drei aufeinanderfolgende Ordinatenendpunktc 

verbinden, als Parabelbogen ansieht und sich demnach die Flache aus 

Streifen zusammengesetzt denkt, welche fiir sich betrachtet von Pa- 

rabeln begrenzt werden. Zu einer fiir diese Yoraussetzung geltende 

Formel gelangt man auf folgendem Wege. 

Der Parameter einer gewohnlichen Parabel sei c, die Scheitel- 

tangente zur a-Achse und die Parabelachse zur ?/-Achse genommen ; 

die Gleichung der Curve ist dann 

** 

y== T 

und die fiber der Abscisse x stehende Flache 



Wenden wir diefs auf die Figur an, worm GY die Parabelachse, 

der Scheitel und 

CL = x, LL' = L' L" = S 
sein moge, so haben wir 

Flache CLP = 

Sc 

Flache 

3c 

mithin durch Subtraction der kleineren 
Flache von der grofseren 

FI LL' P'P = — — 3:3 i g -|- 8d 8 

3c 7 c 


Fig. 11. 
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wofiir man schreiben karni 

EL LLl'P'P— i 5 + 4 4- 

Andererseits ist, wenn die Ordinaten LP, UP', L"P" der Reike 
nack mit y , y , y" bezeicknet werden, 

x i , (x + d)* „ (x + 2d) 8 

und vermoge dieser Gleickungen erkalt die vorige Formel die elegante 
Gestalt 

EL LL"P"P = \d( I/ + iy’ + y"). 

Dm das gewonnene Resnltat zu verallgemeinem, legen wir durck 
einen willkiirlichen Punkt 0 Parallelen zu OX und OY, betrackten 
dieselben als neue Coordinatenacbsen und setzen 
OJ — a, OB — b, 

OM = £, OM' = l-M, OM" = £ + 2d, 

MP = rj , M'P ' = rf , Af'P" = rf. 

Zwiscben den friiberen und den jetzigen Ordinaten finden die Glei- 
chungen statt 

y=,rj—b, y= v —b, y= V —b; 

femer besteht die Flacke MM"P"P aus dem Recktecke LMM'L" 
und der vorkin bereckneten Flacke LL"P"P, mitkin ist 

Flacke MM"P'P = 28 b + £ S [ v — b + 4 (rf — b) + rf — ij 
und bei gekoriger Zusammenziehung 

FL MAfP'P = i $ (j) 4 - 4ij' + rf). 

Man kann diese Betracktung leickt umkekren. Sind n&mlich 
drei Punkte P, P', P" durck die Coordinaten £ und rj, £ 4 -d und rf, 
£ + 2d und j f bestimmt, wobei alle fOnf Grofsen willkiirlicb blei- 
ben, so Mst sick durck jene drei Punkte immer eine Parabel legen, 
deren Ackse parallel zu den Ordinaten ist. Als Gleichung dieser 
Parabel kat man namlich 

L*. 

c 

und da die vorstehende Gleickung ricktig bleiben mufs, wenn man 
der Reike nack X= £, J+d, £ 4 - 2d, Y—t], if, rf' setzt, so 
orgeben sick drei Bedingungsgleickungen, aus denen die Scheitel- 
coordinaten a und 6 sowie der Parameter e bestimmt werden kbnnen. 
Hierin liegt folgender Satz: wenn durck die Endpunkte dreier, urn 
je d von einander entfernter Ordinaten ij , rf, rf' eine Parabel gelegt 
wird, deren Ackse don Ordinaten parallel ist, so kat die zwiscken 
rj und rf' entkaltene paraboliscke Flacke den Inkalt 

■j-d(ij4-4ij'4-ij"). 



90 


Cap. IY. Die IDttelwerthe der Punctaonen. 

Nach dieser Vorbereitung kehren wir zu der allgemeinen Aufgabe 
der Berechnung von V zurfick. Nehmen wir for n eine gerade Zahl, 
so konnen "wir die Summe von je zwei aufeinander folgenden Streifen 
t> 0 und e 15 v g und v 3 u. s. w. naherungsweis als eine parabolische 
Flache der vorigen Art betracbten und baben dann 

-H 4 ^i + y 2 ) 

+i^(y 2 +y*) 

-f-4y 5 + y«) 


+ I ^ 0/n-2 -f- 4 2/n-l yn) 
oder bei geboriger Zusammenziebung 

3) *V£%o+y» + 4 (yi+3'* +V& + hy»-i) 

+ 2 (y* ■+■ y* ■+■ Ue + • • • + y»-s)]« 

In der Praxis ist diese durcb erhebliehe Genauigkeit sich aus- 
zeichnende Foxmel unter demNamen der Simpson’sehen Regel be- 
kannt. 

Um ein Beispiel zu baben, bei welchem sieb die Grofse der Ap- 
proximation direct beurtheilen lfifst, nebmen wir 




1 + **’ 

die fiber der Abscisse x stebende Flache ist dann 


r=x. iR 
und spedell ffir x — 1 wird 


1 

1 -\-x* 


= arctan x 


r=%n= 0,78539816 . . . 
Die einzelnen Ordinaten sind fur x = 1 


Ifo — 4 » 


Vi 


Vi 


i -t- d* 
i 


1 + U 


1 + (2d)* 


1+ U 


u. s. w. 

oder wenn wir w = 10, mithin S = ^ setzen, 

y 0 = 1 y t — 0,9900990, y g = 0,9615884, 

y 10 = 0,5; y a — 0,9174812, y 4 = 0,8620690, 

y s = 0,8 , y e = 0,7852940, 

y 7 = 0,67 11409, y 8 = 0,6097561, 

y 9 = 0,5524861. 

Zufolge dieser Wertbe erbalt man nacb Nr. 1) 

rf-hivo +y 8 + — hy 9 ) 

j* 0,70998147, 
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was von dem angegebenen genauen Werthe noch bedeutend abweicht. 
Die Formel 2) giebt 

+^1 + Hi + ^3 + • • • +?9 +iyio) 
^0,78498147, 

wo scbon eine bessere Ubereinstimmung vorbanden ist. Mittelst der 
Simpson’schen Regel findet man 

^•sVlyo +yio + 4 (^i +^s + * • ■ + 2^) 

+ 2 (y s + 2/4 H + ys)] 

/ 0,78539813, 

welcher Werth dem genauen Betrage sehr nahe kommt 


Gapitel V. 

Die unendlichen Reihen. 

§. 23. 

Entstehung und Eintheilung der unendlichen Reihen. 

Bezeichnet <p(m) eine gegebene Function der willkfirlichen gan- 
zen positiven Zahl m, so bilden die einzelhen Functionswerthe 
9>(0) , 9>(2)» 9(8), • • * 9>(n — 1) 

eine sogenannte endlicbe Reihe, welche im vorliegenden Falle 
aus n Gliedera (Termen) bestebt; die Summe derselben erbalt offen- 
bar verschiedene Werthe, je nachdem man n grSfser oder Meiner 
nimmt, sie ist daher eine gewisse Function von n, welche fin) heifsen 
moge, n&mlich 

/(a) = <p(0) + 7 >( 1 ) + <p( 2) + • . • + <p(» — 1 ). 

Lassen wir jetzt die Gliederanzahl n ins Unendliche wachsen, so 
wird die endlicbe Reihe zu einer unendlichen, und gleichzeitig 
entsteht die Frage nacb dem Grenzwerthe, welcbem sich f(n) bei 
unendlicb werdenden n nahert. In dieser Beziehung sind nur zwei 
Falle moglich; entweder ist Lvm f(n ) eine bestimmte endliche Grofse 
8 oder es ist keine derartige Grofse. Im ersten Falle heifst die un- 
endliche Reihe 

<p{ 0) + vC 1 ) + v(2) -+- ?>( 3) + • • • . 
convergent und S ihre Summe; im zweiten Falle nennt man die 
Reihe divergent, und selbstverstandlich kann dann von einer 
Summe derselben nicht die Rede sein. 

In dem Vorigen liegt die ursprflnglichste, wenn auch nicht im- 
mer anwendbare Methode zur Summirung unendlicher Reihen; ge- 



92 


Gap. Y. Die unendlichen Beihen. 

lingt es namlich, die Summe der n ersten Reihenglieder als Function 
von n darzustellen, so bedarf es nur der Aufsuchung des Grenzwer- 
tbcs, welchem sich diese Summe bei unendlich wachsenden n nahert. 
Ein paar Beispiele mogen das Yerfabren erlautern. 
a. FGr q>(m) = ft™ hat man folgende Gleichung 

wo es auf die Bestimmung von Lim /?" ankomml 1 st nun p ein po- 
sitiver oder negativer echter Bruch, so wird Lim /?” = 0, folglich 

_i_ =1 + / S 4 _^ + ^ + -1<^+1. 

Far p = 4 - 1 ist die Summe der n- gliederigen Reihe = n, mithin 
die Summe der unendlichen Reihe = oo; far p > 1 betr&gt die 
Summe der n- gliederigen Reihe mehr als n und wachst daher urn 
so mehr ins Unendliche. Im Falle p — — 1 ist die Summe der 
Reihe 

l — l + i — 1+....+ ( — 1)“ — 

= 0 oder = + 1 , jenachdem n gerade oder ungerade genommen 
wird, und diese Summe nahert sich bei unendlich wachsenden n kei- 
ner bestimmten Grenze; f&r /? <; — 1 wachst p n ins Unendliche und 
wechselt dabei fortwahrend sein Zeichen. Aus diesen Bemerkungen 
geht hervor, dais 


nur unter der Bedingung — 1 p <C + 1 einen bestimmten end- 
lichen Werth hat; die unendliche Reihe 

! + £+£* +0 8 + 0 4 + 

convergirt daher einzig und allein in dem Falle eines echt gebroche- 

nen p und hat dann =-~s zur Summe; in jedem andem Falle ist 
1 — p 

die Reihe divergent*). 


*) Unendliche Reihen findet man zuerst angewendet von Wallis (Arithmetica in- 
fiiiit&rvrn, 1655, 1, p. 214), Mercator (LogarithTnotechnia, Londini 1668), Gregory 
(JSxercitationes geometrical , Londini 1668) nnd Newton ( Methodus Jhcxionum et seric- 
rum injinitarurti; opusc. T. I , p. 150). Der Unterschied zwischen convergirenden and 
divergirenden Reihen wnrde bis anf Canchy (Cours £ Analyse alg^br. Paris 1821) 
wenig beachtet , man hielt die divergirenden Reihen zwar fQr nomerisch nnbrauchbar, 
aber doch fiir analytisch richtig (vergl. Euler, Intro ductio in Anal, injin.) ; indessen 
hat auch diese Ansicht dorch neuere Untersuchangen (namentlich fiber die Fanctionen 
complex er Variabelen) alle Berechtigung verloren. 
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b. Setzt man in der leicht beweisbaren identischen Gleicbung 

PV + l)tf + 8) • • • ^ + l)(P+») • • • tf + «) 

ct(a -J~ 1) (or -j- 2) ... (or -J— til — 1) ot(ot — }— 1) ( a — |— 2) . . . (or -f- w j 

— P . 0fl+l)tf+a)- . ■ tf + «-l) 

a (b-J- 1) ( a -f-2) (a + 8) . . . (oi-f-w) 
nacbeinander m—1, 2, 3, . . . (n — 1) und addirt Alles, so erhalt 
man 

ft _ fltf+l)(j?+2) .... fl+« — 1) 

' a ct(a + 1) (ce +■ 2) . . . . (a-{-n — 1) 

«-pr p , gcg_±i jo , fl/?+i)(P+ 2 ) 

a La — {— 1 (a — j— 1) (a -f— 2) (a -{— 1) (a — |— 2) (a — |- 3) 

ft(ft 1) (ft -f- 2) ■ . . . (ft + n — 2) ~1 

■*"(«+ 1)(« + *)(■+ ®) •• • («+»— l)J 

wobei die eingeklammerte Reibe n — 1 Glieder z&hlt. Bei unendlicb 
wacbsenden n kommt es linker Hand auf den Grenzwerth von 

+ 2) .... (/? + « — !) 

«( a -j- 1) (a 2) . . . . (or -{- n — 1) 

an, und da man augenblicklich ubersiebt, dafs fur a==j 9 der vor- 
liegende Brucb constant = 1 bleibt' so sind nocb die Falle a > ft 
und ff<jJ zu untersucben, wobei a und ft immer als positiv voraus- 
gesetzt werden mogen. 

Aus dem ersten Tbeile der Ungleicbung 7) in §. 7 folgt unter 
der Voraussetzung nd Cl 

1 — nS < - — 5 y„, 

mitbin ist fQr n —p und durcb Erbebung auf die g* 6 Potcnz, wobei 
j p und q ganze positive Zahlen bedeuten mogen, 

2) (1 — < l —zr a , pS < 1. 

J v r (1-+-5)” 

Giebt man dem zweiten Tbeile derselben Ungleicbung die Form 

1 + «« < (1 + S) n , 

setzt n=q und erbebt auf die p ie Potenz, so erbSlt man 

3) (i + ? a/<(i + i) M . 

Das Product der Ungleicbungen 2) und 3) ist 

(l—pS) q (1 + ? 5) P <1, P S < if 

fiir und durcb Ausziebung der Wurzel folgt weiter 
(1_£ S ) 

oder fQr -=u 
2 ^ 
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1 


(i + «y< r 


■ /ts 




wo mm fi irgend einen positiven rationalen Bruch bedeutet. Da 
jede irrationale Zahl als Grenzwerth eines rationalen Bruches be- 
trachtet werden kann, dessen Zahler und Nenner unendlich wachsen, 
so ist leicht zu seben, dafs die Ungleichung 4) auch fur irrationale 
f i mithin far alle positiven /u gQltig bleibt. 


Nimmt man in No. 4) e = - und u = a- 
' a r 


t, so ist die Bedin- 


gung fie <Z 1 d. h. 
und es wird 

oder umgekehrt 

5 ) 


a — 6 


a 


<C 1 immer erffillt wenn o>&>0 ist, 


r a-\-l\ a ~ } ‘ a 
^ 7 




b 

a — 6 


Sind nun a und /? Grofsen, welche der Bedingung a>;S> 0 genii- 
gen, so gelten nach No. 5) die Ungleichungen 

DC \*H* 


a 


0< 

0< 


t±± 

a -j- 1 
a-f-2 


< 

< 


U+iJ 



r* 

\« + V 


+ 

«-/? 

U + 3J 

i 

• • • 

/« + «■ 



aus deren Multiplication entsteht 

o ^ Ptf+ 1 )0 > + 8 )--- 0 ? + ”~ 1 ) ^ ( • V 

a(a -|- 1) («c -f- 2) . . . (a -J- n — 1) \ec -\-n) 


Bei unendlich wachsenden n convergirt 


gegen die Null, und 


^0, («>p>0). 


or -\-n 

wegen des positiven Exponenten a — {3 n&hert sich auch die rechts 
stehende Potenz der Grenze Null; diefs giebt 
fl(P + 1) (ft + 2) ... (/? -f- n — l) 

A) «(« + 1) (« 4- 2 ) • • • (« + « — 1) 

Fttr n=a wird hiernach aus der Gleichung 1) 

_JL = _J ■ M±i) i ^ + l)(<3 + 2) 

« — P «+l' r (“ + l)(« +2)‘ r (« + l)(«+2)( 0 +3)" t "”-* 
oder auch, wenn man beiderseits die Einheit hinzufQgt und a— a — 1 
/S=6 setzt, 
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« — 1 , , * , ^ + 1) , i(a + l)(ft+2) 

' a — b — 1 a' a{a + 1) a(a 4- 1) (a + 2) ‘ ‘ " 

a — l>i>0. 

Der zweite Fall a < /S kann sehr leicht auf den ersten zur&ck- 
gefuhrt werden, indem man die Gleichung 

P(P + 1) • • . <1 4- » — 1) 1 

o(a +1) ... («-(-» — 1) ct(a + 1) ...(# + « — 1) 

W + 1) • • • 0 + » — 1) 

beachtet; wegen /? >• a n&hert sick der im Nenner rechter Hand 
stehende Bruch der Grenze Null, der Bruch linker Hand w&chst 
daher ins Unendliche und es wird 

_ _l , ftg+l) , PQ 3 1) 03 -f- 2) , 

a+l' + '(a+l)(«+2)' 1 "(«4-l) (« + 2)(« + 3)‘ 1 "--“ 


ebenso auch 


b bJl+ 1 ) *(*+!)(* + 8 ) 

-|_ a “ l_ a{a + 1) a(a + 1) (a + 2) _r 
b a — 1 ;> 0 . 


Unter der Voraussetzung, dafs a — 1 und b positiv sind, convergirt 
oder divergirt also die Beihe 

b b(b + 1 ) *(* + !)(* + *) , 

A a a{a + 1) a(a + 1) (a + 2) " ’ 

jenachdem a — 1 mehr oder weniger als 6 betr&gt. 

Der noch tihrige dritte Fall a — 1 = 6 oder a = /? verlangt eine 
besondere TJntersuchung, weil dann die Gleichung 1) hbergeht in 

woraus sich die Summe der Beihe nicht linden laTst. Setzt man da- 
gegen in der aus §. 17, No. 3) bekannten TJngleichung 

e = t— r — , so erhalt man zunlLchst 
6 + »» 

l(b + w) — Kfi + m + i) — f(b + m) 

mithin ftlr m — 1, 2, 3, . . . (» — 1) und durch Addition aller Un- 
gleichungen 

l(b 4 - n — 1 ) — lb 

> rpi + jdpi + + ' ’ * * + ^ 

l(b + n) - t(b 4 - 1 ). 

Hieraus ersieht man sofort, dais 
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6 + 1 

wird, mithin aucli 


6 + 6 + 3 


. — oc 


1 + 


6 + 1 1 6 + 2 ' 6+3 


■ oo 


ist. Die in Xo. 5) erwahnte Eeihe divergirt demnaeh in dem Falle 
a — 1 = 6 oder a== 6 + 1. 


§. 24. 

Das Princip der Keihenverglei chung. 


Die im vorigen Paragraphen benutzte Methode zur Bestimmung 
der Summe einer unendlichen Eeihe kann nur selten angewendet wer- 
den, und es yrird sich im Yerlaufe unserer Untersuchungen offcer zei- 
gen, dafs es gewohnlich yiel leichter ist, eine Summenformel far die 
ganze unendliche Eeihe als fur ihre n ersten Glieder aufoustellen. 
"Wird nun eine unendliche Eeihe gegeben und die Aufgabe ihrer Sum- 
mirung gestellt, so mufs erst die Vorfrage erledigt werden, ob die 
gesuchte Summe uberhaupt existirt, denn aufserdem liefe man Ge- 
fahr, viel Zeit und Muhe an die Auffindung einer Grofse zu yer- 
schwenden, die sich gar nicht bestimmen l&fst. Nach dem anfangs 
Gesagten ist jene Vorfrage meistens nicht direct beantwortbar, man 
mufs sich daher nach anderweiten Kennzeichen umsehen , mittelst 
deren die Convergenz oder Diyergenz einer unendlichen Eeihe be- 
urtheilt werden kann. 

Eine der Conyergenzbedingungen ist leicht zu bemerken; sie be- 
steht darxn, dafs jedes Glied der Eeihe 

1 U l> • • • • 

grofser ais sein Xachfolger sein und dafs diese Abnahme ins Unend- 
liche fortgehen d. h. Lim u n —0 sein mufs. Denn waxen alle Glieder 
grofser als eine angebbare Zahl s, so hatte man bei positiyen Gliedem 
a o 4" “I - s + s + e + «+... 

und da die Summe der rechter Hand yorkommenden Eeihe jede cnd- 
liche Zahl iibersteigt, so findet dieselbe Eigenschaft links urn so mehr 
statt <L h. die Eeihe % +w x + w 2 + etc. diyergirt. 

Obschon die genannte Bedingung nothwendig ist, so erweist sie 
sich, wenigstens bei durchaus positiyen Gliedem, doch nicht als hin- 
reichend, wie man leicht an Beispielen sehen kann. Fiir 


0, 


1 

Vr 


_1 

yr 


: 1 • • • • 

1/3 


ist zwai 1 
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Lim u n = Lim - 2 = = 0 

y» 

aber gleichwohl divergirt die unendliche Reihe 
.2 | ?: | I. _i \ i_ 

VT^y2^y3^y4 + ' , *‘ 

Denn bezeichnen wir mit 8„ die Summe ibrer n ersten Glieder, so ist 

* yr + y2 + V3 + + 
y« y» y^ y* 

d. b. ' 

S n > n -2= oder >• y», 

yn 

woraus Lim S n — o o, also die Divergenz der genannten Reihe folgt. 

Ein zweites Beispiel der Art bietet die sogenannte barmoniscbe 
Reihe 


+ • • • • 

Zufolge der Ungleichung 6 ) im vorigen Paragraphen liegt namlich 
die Summe 


i + i + i + + - 

zwischen hi und l(n + 1) — 12, und daraus erbellt sofort die Diver- 
genz der erwahnten Reibe. 

Erscheinungen dieser Art weisen darauf hin, dafs es zur Conver- 
genz solcber Reihen, die nur positive Glieder enthalten, noch anderer 
Bedingungen bedarf als der unendlicben Abnabme der Reihenglieder. 
Um diese Bedingungen zu entwickeln, benutzen wir das folgende un- 
mittelbar Mare Princip: „wenn die beiden Reihen 

'o + *i + ^* + *« + •• • 

und 


«0 “H V l + u t + "3 + • • • 

aus nur positiven Gliedem besteben und man scbon weifs, dafs die 
erste derselben convergirt, so convergirt die zweite ebenfalls und 
zwar starker, wenn 

Uq ^ ^ ^ ^3 etc. 

divergirt dagegen die erste, so ist diefs um so mehr mit der zweiten 
der Fall, wenn die Ungleichungen 

«o > e o > u i > *1> “a > e i etc. 
stattfinden." So erkennt man z. B. augenblicklich die Convergenz der 
Reibe 


SchlUmilcb algehr. Analysis. 6. Aufl. 


7 
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1 , 1 . ■ 1 | 
2 1 -j-1^2 s -}-l‘2 s -j-l''"' 

veil ihre Glieder kleiner sind als die der folgenden 

L4.L4.L4_ 

21 “32 ” 2 s ~ ’ ’ * 

welche convergirt und die Einheit zur Summe hat. 

Das soeben aufgestellte Princip ist noch einer Erweiterung fakig, 
wenn man bemerkt, dafs eine convergente unendliche Reihe und eine 
endliche Reihe zusammen wieder eine convergente Reihe bilden, und 
dafs ebenso eine divergente Reihe mit einer endlichen Reihe vereinigt 
eine divergente Reihe giebt. "Ware namlich, wenn auch nicht von 
Anfang an, u 0 <£t 0 , u t etc., so doch, wenigstens von einer 
bestimmten angebbaren Stelle an, 

u k < 4 , m+i 4+1 » «I+3 < 4 + 2 . • • ■ 

so convergirt die Reihe 

u l ~T Kfc+l + Wfc+2 + • ■ • 

wenn dasselbe mit der Reihe 

4 + 4+i ~h 4+2 + . . . 

der Fall ist, und wenn man die endliche Summe von ut + ut+i + etc. 
mit der endlichen Reihe m 0 + «i + — «i-i vereinigt, so folgt, dafs 
jetzt auch die Reihe 

“0 ■+" U 1 “l - U S + • • • + u k — 1 + Uk + u k + 1 + • • • 
convergent ist Ebenso leicht kann man sich tiberzeugen, dafs diese 
Reihe divergirt, wenn von einer gewissen Stelle an w*> 4, u i+1 y> 
> 4+i etc. und die Reihe ft + 4 + 1 + etc. eine divergente ist. 

Zu einer anderen fiir die Anwendung bequemeren Ausdrucksweise 
dieses Prindpes der Reihenvergleichung gelangt man durch folgende 
SchMsse. Es sd 


1) 


4+i 

4 




1 * 


so findet man sehr leicht 


4+8 

4+i 


^2 ? 


4+s . 

4+3 


4+1 — t k .X 1 

4+2 ■ 4+1 • — 4 . ^1^2 

4+s = 4+s • * 8 = 4 • *i* s L 


u. s. w. 

mithin 

2) 4 + 4+i 4+2 4+s -(-••• 

= 4 (1 +^1 + * 1 * 2*3 + • • ■) 

Bezeichnet man entsprechend wie folgt 
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3) 


! f'j> 


u k+l y/ fc+ 2 ?y fc+ 8 

f^l J o 5 ■ s 

“k 1 Wfc+1 3 Wjfc+2 

so ergiebt sick durcb dieselben Schltisse wie vorhin 

4) u k + Wjt+1 + Ulc+2 -f- llk+S + • • • 


= «* (1 4~f«l + PiP S +f‘ 1 ft 2 f« S + • • •) 

Wenn nun zwiscken den mit j.i und l bezeichneten Quotienten fol- 
gende Beziehungen stattfinden: 

5) f* i^^i> f*i^^2» ••• 

so ist auch (t 1 n a <Z n 1 /* a /.i 3 <.l- i X a % 3 u. s. f., femer 

1 + Pi 4~ PiP 2 4- PiP 2 P 8 4~ • • • 

< 1 "Hi 4- Ms G^iG^s 4~ • • ■ 

d. i. vennoge der Gleichungen 2) und 4) 


— ( a l 4~ *4+1 4“ *4+2 4“ v k+ 3 4" • • -) 


— {tk 4 + 1 4 “ 4 + 2 4 " 4+3 4 - • • •) 

oder durch beiderseitige Multiplication mit Uk 

*4 4 “ *4+1 4 ” *4+2 4 “ *4+ 3 4 " • • • 


~r (4 4~ 4+i 4~ 4+a 4~ 4+s + • • •) 

Im Fall die Beihe t 0 - 3 r t 1 + t i + etc. convergirt, ist die Summe von 
tu 4 - 4+i 4- 4+2 4- etc. eine endliche Grofse, und da jetzt rechter 
Hand in der obigen Ungleichung eine endlicbe Grofse steht, so mufs 
die Summe von «* 4- «t+i 4- * 4+2 4- etc. ebenfalls endlich sein; das- 
selbe gilt dann auch von der Beihe m 0 4- «i + % 4- • - welche 
also unter den gemachten Voraussetzungen convergirt. Setzt man 
far die Grofsen l und (i ihre Werthe aus 1) und 3), so gehen die 
Ungleichungen 5) in die folgenden fiber: 

*4+i ^ 4+i ^ *4+2 ^ 4+a, etc _ 

Uk tk ’ * 4+1 4+i’ 

und es lafst sich nunmehr folgendes Theorem aufstellen: 

Aus der Convergenz der Beihe 

G ~1~ G G~ G G - G G - - • ■ 

folgt die Convergenz der anderweiten Beihe 
«o + “i + “2 +“s + • • • 

sobald der Quotient u„+, : u„ von irgend einer be- 
stimmten Stelle an kleiner bleibt als der entspre- 
chende Quotient t ll+1 : t n . 

Durch ganz fihnliche Schlfisse wie vorhin fiberzeugt man sich von 
der Bichtigkeit des analogen Satzes: 


7 * 
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zu untersuchen. Hier ist 


1 . 2 . 3 . . .n 


1 . 2 . 3 ...(* + 1) 


Lim ^ 


: Lim — — = 0 
B+l 


die Reihe convergirt demnach fiir jedes endliche bestimmte x. Es 
ist nicht uberfliissig, sicb hiervon direct zu iiberzeugen, weil es fiir 
den ersten Anblick scbeinen kSnnte, als divergirte die Reihe bei 
einigennaafsen grofsen x, me z. B. fiir x = 10, vrobei sie zur folgen- 
den wird 

500 

1 + 10 + 50 + — + ....; 

dafs hier trotz der anfanglichen Zunahme der Reihenglieder spater 
doch vrieder Convergenz eintritt, kann man auf folgende Weise sehen. 
Aus der fiir a > h geltenden Ungleichung 

< ma™- 1 Oder [a — m (a — b)] a m ~ 1 < b m 

a — b 

ergiebt sicb fiir a — m + 1, b — m 

Li 1 ^ 


y. ; % (m + l) m_1 < m m 

oder .v) •_ *>>'- 

(■-fll. — (m 4- n m+1 

i ^y L -<( OT + i ) 9 > 

setzt man mi — 1, 2, 3, ... (1c — 1) und multiplidrt alle entstehen- 
den Ungleichungen, so folgt 

k k < 2 s . 3 s . 4* . . . . A® 

und 

x l ^ I x \* 

i - 2 . 3 . . . k < \yl)' 

Die willkiirliche ganz positive Zahl k wahlen wir so , dafs yjfc > x 
oder Jc > x* ist, und zerlegen die urspriinglich gegebene Reihe fol- 
gendermaafsen 

X X 2 X *"” 1 

1 + T + TTa + ■ • • + r.TTsTTT^lTT) 

~ l " TTiTTTI- + 1.2... (i+T) + 1 • 2 . . . (A -j- 2) + f 

der erste Theil ist eine endliche Reihe und hat eine endliche Summe; 
der zweite Theil betr&gt weniger als 

(y?) + (w+i) + (yEpl) + '--- 


( x \ k , / * \ k 
\y*/ \y*/ 


\yr+2) 

l x \H - 2 


+ • • • • 
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d. h. weniger als die Summe einer geometrischen Progression, die 

cc 

nach Potenzen des echten Brucbes — = fortschreitet. Die Reike 4) 

yk 

convergirt also von der Stelle Jo > x i an starker als eine geometri- 
sche Progression. 

c. Die gegebene Reibe sei 


5) 


i 4. x +y + (* - 


■ vyv 


-\~ 




+ .. 


1 ' 1.2 1 1.2.3 

wobei x und y als positive endliche Grofsen vorausgesetzt werden. 
Hier ist 


_ (X + mj) n (* + [” + 1 ] !l) n+t 

" 1 . 2 ...//’ ,l+l 1 . 2 . 3 ...(// + 1 )’ 


M n+i _ .. (•* + fJl + y) n+1 
irn zweiten Factor setzen wir 



U \*_ 

x + ny) ’ 


und erhalten 


X X 

/( H — = <B also n = a , 

y y 


to+y"] 1 "” 

mithin durcb tJbergang zur Grenze ftir gleichzeitig ins Unendliche 
wachsende n und to 


Lim = ye. 

Demnach convergirt Oder divergirt die Reibe 5), jenachdem y weni- 
ger oder mehr als - betragt. 
d. In der Reibe 

6 ) 1 4_ lx 4 - 1 . 2x 3 -J- 1 . 2 . 3x 3 4 - 1 . 2 . 3 . 4x* 4 

ist 


^=(«+l)x, 

** n 

und der Grenzwertb biervon wird unendlich fiir jedes von Null ver- 
schiedene x. Wenn also die Reibe existirt, so divergirt sie auch 
und zwar starker als eine geometriscbe Progression; denn nach dem 
Frliheren ist 

l . 2 . 3 . . . kx h > (x yif, 

und sobald x Yk grbfser als die Einheit geworden ist, divergirt die 
Reibe st&rker als die folgende 

C x Ykf + (x yi)*+ 1 + (x i/A) l + 3 4- 
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wovon man sich durcb eine ahnliche Betrachtung me bei dem zwei- 

ten Beispiele leicht iiberzeugen wird. 

Die vorigen Amrendungen lassen erkennen, dafs die aufgestellte 
Regel zu einer sicberen Entscheidung liber die Convergenz oder Di- 
vergenz einer gegebenen Reihe ftihrt, sobald Lim («„ +1 : u n ) weniger 
oder mehr als die Einbeit betragt. In dem Falle Lim (« It+1 : u n ) — 1 
bort dagegen die Anwendbarkeit des Tbeoremes auf, denn der Nerv 
seines Beweises liegt darin , dafs von einer bestimmten Stelle n = h 
ab der Quotient «„ +I : u n kleiner oder grofser als die Einbeit blei- 
ben mufs; diese Voraussetzung findet nicbt mebr statt, wenn jener 
Quotient die Einbeit selber zur Grenze bat, und es kann daber im 
letzteren Falle die Reibe ebensowohl convergiren als divergiren. Hier- 
durcb sind wir genothigt, uns nacb veiteren Kennzeicben der Con- 
vergenz und Divergenz umzusehen. 

§. 26 . 

Simultane Convergenz und Divergenz zweier Reihen. 

I. Unter der Voraussetzung, dafs alle Glieder der Reihe 
u i + “s 4- + “4 + • • • • 

positiv sind und dafs die Ungleichungen u 1 >« g >« s >« 4 u. s. w. 
stattfinden, gelten folgende einfacbe Beziehungen 

2u t > u a + u a > 2 ^, 

4k 4 >u i 4 * u 6 +u 7 > 4 « 8 , 

8«g >K g 4 -m s -|-...4- Mi5 > 8 U 16 , 

U 1 6 “l" u n "t~ * * ■ “t~ U S 1 ^ 

deren Fortgang leicbt zu ubersehen ist. Addirt man dieselben und 
fugt allerseits 44 hinzu, so erhalt man die Ungleichung 
u i + + 4 + & u s 4- . . . . 

>* 1 + u a+ « 8 + u i +“» + •••> 

*4 + 2« 4 4“ 4« 8 4" 824 6 4- • • • •» 
die sich mittelst der Abkiirzungen 

*4 + *4 + "+■ “* + --- = * s 

u i 4* 4- 4« 4 4~ 8« 8 4* • • • = r 

in folgender Form darstellen lafst 

1) T>S>^u 1 — a„ ->r\T. 

Wenn nun die Reibe T convergirt, so ist T eine endliche Grofse; es 
liegt dann 8 zwischen zwci endlicben Grofsen und hat daber einen 
endlicben Werth, -woraus die Convergenz von S folgt. Wenn dagegen 
die Reihe T divergirt, so ist T—oo, S > \u x — u 2 4~i°° mi thin 
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um so mehr S — oo, was die Divergenz -von 8 beweist. Aus der 
Convergenz oder Divergenz von T kann man hiemach die Convergenz 
oder Divergenz von S erkennen. 

Dicsc Scblflsse lasseu sich leicht umkebren, wenn man die Be- 
zicbung 1) in der umgokekrten Fonn darstellt 
2) . 2(5 + « s )- f<1 >r>5; 

der Convergenz von S entspricht dann die Convergenz von T, der 
Divergenz von S die Divergenz von T. 

Diese Besoltate kann man in folgenden Satz zusammenfassen: 

Die beiden unendlichen Reiben 


u i + u i + u 3 + 11 i + K s ■+• • • • 

and 

K i + 2« s + 4?/ 4 -(- 8tf g + 16« l6 -f- . . . 
convergiren oder divergiren immer gleicbzeitig. 
Um also die ursprungliche Reibe auf ibre Convergenz oder Divergenz 
zu priifen, braucbt man nur die abgeleitete Reibe zu untersucben; 
die Bedingungen fur diese gelten zugleicb far jene. 

Eine bemerkenswertbe Anwendung hiervon ist folgende. Es sei 


“i 





u. 


f. 


so sind die beiden in Rede stebenden Reiben 

“l + M 2 + K S +“* + • • • 

— — + — + — -+- — 4- • • • 

IP 2^ 8P 4P 


und 

v x + -+■ 4 -(- 8« s -1- 16« 16 • 

Giebt man der letzteren die Form 

i _|_ 2 *-* + (2’-“)* + (a 1 -*)* + . . . 
so erkennt. man in ibr eine gcometriscbe Progression; zur Convergenz 
derselben ist notbig , dafs 

= — - < 1, d. b. #* > 1 

sei; in jedem andem Falle divergirt sie. Nacb dem obigen Tbeoreme 
ist nun aucb die Reibe 

3) - — f- — — (- — — f- - — . 

1 IP 2‘“ 8^ 4# 1 


*) Cauchy, Oovsrs $ Analyse alg&rigue p. 153, 
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convergent far // > 1 und divergent fiir u < 1. Hieraus erkennt 


man z. B., dafs von den vier Reihen 
1_ 

I* 


4- — 

* 92 


+ Ja + h + * 


iyi 


+ 


i 


;= + 


+ TTTt + • • • 


2 y 2 3 V? 4 y4 

y? + yi + ys + yl * 

* + i + h + i +••• 
die beiden ersten convergiren, die tibrigen dagegen divergiren, wah- 
rend bei alien Lim (zt n+1 : u n ) = 1 ist. 

Als zweites Beispiel nehmen wir die Beibe, welche entsteht, wenn 

1 1 


« i = 0, 


u 


3 


U 


2 (£2)^' 3 3 (£3)^' 

gesetzt wird , wobei die Basis der mit L bezeichneten Logarithmen 
die Zahl 2 sein moge, mitbin £2 = 1, £4 = 2, £8 = 3 u. s. w.; 
die beiden in dem allgemeinen Tbeoreme vorkommenden Beihen sind 
jetzt 

1 • 1 -) 1 {-... 

1 J / r J Mf 4 ^ / v Ml 1 


4) 

und 


2 (£2)^ 3 (£8)^ 4 {[A'f 5(L5)f l 

1 -J 1 1 f- .... 

2'“ 3‘ tt 4^ 


Die lctztere Eeihe ist mit der in No. 3) untersuchten identisch, mit- 
bin convergiren und divergiren 3) und 4) unter ganz gleichen Be- 
dingungen. 

Fur ein diittes Beispiel sei 

A 1 1 

U, = M, —U tt = 0, U, , 11. aaa , 

13 4£4(££4) l “ 5 £5 (££5}“ 

die beiden zu vergleichenden Beiben sind in diesem Falle 

5) i 1 i j * 


und 


4£4(££4f 5£5(££5)^ 6 £6 (££6)^ 


+ 


2(£2)?‘ 3 (£3)-^ 4 (£4)#* 

deren letzte mit No. 4) zusammenfallt. Die Eeibe 5) convergirt und 
divergirt daber gleicbzeitig mit den Beiben 4) und 3). 

Nirnmt man fiir ein weiteres Beispiel 


: U 


8 £8 ££8 (£££ 8 )^ 


8 • 

«•- 


°» 

1 


9£9££9(£££9)f* 
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so wird die abgeleitete Reihe identisch mit No. 5) und daher gelten 
fQr die Reihe u n + u s 4- etc. die namlichen Bedingungen der Con- 
vcrgenz und Divergenz wie fur die Reihen 5), 4) und 3). Durcli 
Fortsetzung dieser Schliisse gelangt man iiberhaupt zu dem Satze, 
dafs die Reihen 

ii+fi + a i+/» + 3 i+/s +• 4 i+p + 

1 1 1 I i_ ■ 

2 (L2) 1+ P ' 3 (i3) 1+ ' i ^ 4 (i 4) 1+ ^ ' ’ 

1 1 ■ 1 ■ 

4L4 (LL4) 1+ P 5L5 (LLS) 1+ P 6£6 (LL6) 1+ P 

U. S. W. 

fiir jedes positive, die Null iibersteigende p gleichzeitig convergiren, 
dagegen fur jedes andere p gleichzeitig divergiren. 

II. Zu einer anderen Reihe, welche unter denselben Umstanden 
convergirt oder divergirt wie die Reihe + u 2 4- u s -+- . . . gelangt 
man auf folgendem Wege. 

Wegen u 1 >u i > u 3 u. s. w. gelten die Ungleichungen 
3«x >“i+“ s 4- « 8 > 

5«4>“i +a 5 +«e+“ 7 H-“8 > 5 «9» 

7a 9 >a 9 + a io 4~ 4~ > 7« lg , 

deren Addition giebt 

i 8 # i + 4" 7a 9 4- $ u i g 4" • • • • 

> Kj 4 w 2 4“ U S 4- ll i +••••> 

3« 4 4" 3a g 4- 7« 16 4- 9« 2 6 4" 

Setzt man wie frtther u 1 4- « 2 4- « 9 4- . . . = S, ferner 

i u i 4* 2^4 4- 3« 9 4- 4?* lg 4- • • • = Q> 

a i 4- M 4 4“ w 9 4" V 18 4~--* = & 
so kann man die Ungleichung 6) in nachstehender Form darstdlen 
7) 2Q + R> S>2Q — R — u x 

und daran folgende Schltisse kniipfen. Convergirt die Reihe Q, so 
convergirt die aus kleineren Summanden bestehende Reihe R tun so 
mehr, also sind Q und R gleichzeitig endliche Grofsen, und die 
Reihe 5 convergiit, weil ihre Summe (nach No. 7) zwischen zwei 
endlichen Zahlen liegt. Divergirt die Reihe Q, so divergirt um so 
mehr die aus grofseren Gliedern bestehende Reihe 3 +5w 9 4- 7« lg 
4- . - . ., und nach dem zweiten Theile der Ungleichung 6) divergirt 
dann auch die Reihe S. 

Wenn umgekehrt die Reihe S convergirt, so gilt dasselbe von 
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der Eeihe H, weil diese nicht alle in S vorkommenden Glieder ent- 
halt; nacli 2s o. 7) ist aber 

mithin convergirt auch die Reihe Q. Falls endlieh die Reihe S di- 
vergirt, hat man wegen Q>R, die Ungleichung 3Q>2Q R d. i. 
nach dem ersten Theile von No. 7) 3 Q> S oder Q> ^S, "was die 
Divergenz von Q beweist. 

Nach alien diesen Bemerkungen gilt der Satz 
Die heiden unendlichen Eeihen 


und 


u i ■+■ “a ■+■ “s + u i + u s “i“ ■ 
lu t + 2 u 4 + 3 u a 4" 4(/j 6 + • 


convergiren oder divergiren immer gleichzeitig. 
Beispielsweis ergiebt sich hieraus und water Benutzung des in 
§. 25 angegebenen Kriteriums, dafs die Eeihe 

x + x V * + 

fiir positive i<l convergirt und ftir x ^ 1 divergirt. 


§• 27. 

Fernere Eaihenx ergleichungen. 

Nachdem wir dutch die vorigen Betrachtungen zu neuen Eeihen 
gelaugt sind, far welche die Bedingungen der Convergenz oder Di- 
vergenz feststehen, konnen wir wieder das in §. 24 auseinander ge- 
setzte Princip der Eeihenvergleichung benutzen, indem wir statt der 
Eeihe t 0 4- ty + ^ 4- etc. die eine oder andere jener neuen Eeihen 
nehmen. Vergleichen wir z. B. die Eeihe 

- 4 - — 4 - — + — 4 - 

IP 2^ 3' 1 4P 

mit der allgemeinen Eeihe 

30 folgt aus §. 24 unmittelbar, dafs die vorliegonde Eeihe convergirt, 
wcnn von einer bestimmten Stelle an 

2) und zugleich n > 1 

ist, dafs hingegen die Eeihe 2) divergirt, wenn von einer bestimmten 
Stelle an 

3) ^ 1 j ,4t und zugleich n < 1 

st. Zu einer bequemeren Form dieser Regel gelangt man durch fol- 
?ende Betrachtungen. 



109 


Cap. Y. Die unencilielien Keihen. 
Fflr unendlich wachsende n sei 




so konnen, wenn nicht gerade 1 = 1 ist, die Falle X > 1 and l < 1 
unterschieden werden. Unter der Voraussetzung 1 > 1 denken wir 
uas zwischen 1 and X eine, beliebige Zahl p eingeschaltet, so dais 
X > fi > 1 ist, und betracbten p als den Grenzwerth, welcbem sicb 
das Prodact 


D-feri 


bei unendlich wachsenden n nahert (§. 9 Formel 2). Statt der Un- 
gleichang X > p baben wir jetzt die folgende 


“■ {" ( l - v)} > “■ {" [' - (stt)']} 

und daraas gebt bervor, dafs von einer bestimmten S telle an 


sein mufs, weil sonst das erste Product sicb nicbt einer Grenze na- 
bem konnte, welche vorausgesetztermaafsen mehr betragt als der 
Grenzwerth des zweiten Productes. Die so eben erbaltene Unglei- 
cbung liefert 


(-JL-Y 

w + \) 


wahrend gleicbzeitig p> 1 ist; die in No. 2) verlangten Bedingungen 
sind also erfullt , wenn X > 1 ist und p willkiirlich zwischen X und 
1 gewahlt wird. 

Im zweiten Falle X > 1 scbalten wir wiederum p zwiscben X und 
1 ein, es ist dann X < p < 1. Ferner denken wir uns p auf dic- 
selbe Weise wie vorbin als Grenzwertb, so dafs die Ungleicbung 
X < p durcb 


“■ {” (‘ “ ^ )} < “* {* [ l - 
ersetzt werden kann. Bei binreicbend grofsen n mufs hiernacb 

ms folgt 

^ ( • y 
*. > U+iJ ’ 


sein, woraus folgt 


wahrend gleichzeitig p < 1 ist; die in No. 8) aufgestellten Bedin- 
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gungen sind demnach erfiillt , wenn 7 l -weniger als die Einheit betragt. 

Diefs Alles zusammen giebt folgonden Satz •) : 

Die unendlicbe, nur positive Glieder enthaltende 
Reihe 


u o + »l + u 2 + K s + 

convergirt oder divergirt, jenacbdem der Ausdruck 


Lint 



mehr oder weniger als die Einheit betrdgt. 

In Yerbindung mit dem Theoreme des §. 25 reicht der obige Satz 
meistens ans, um die Convergenz und Divergenz einer Reihe vollstan- 
dig zu entscheiden; einige Beispiele werden diefs zeigen. 

Die gegebene Reihe sei 

x 1 x 3 1 . 3 x 5 1.3.5a: 7 

6 > T + rT + *T4*7 + r476’T + ---» 


man hat dann, wenn u 0 far Null gerechnet wird, 

__ 1 . 3 . 5 .... (2n — 3) a- 8 *-* 

“* ~ 2 . 4 . 6 .... ' 2u — l’ 

_ 1 . 8 . 5...(2« — 3) (2»— 1) x* n+l 
“»+i 2.4.6... (2 n — 2) (2«) ' 2n + 1’ 

fi-iV 

u « + i = {*»— 1) ». , = V , 

«n 2«(2» +1) 1 

1 + 2^ 


der Grenzwerth hiervon ist a 1 *, mithin convergirt oder divergirt die 
Reihe 5), jenachdem der absolute Werth von x ein echter oder cin 
unechter Bruch ist. Um den noch dbrigen Fall x 3 = 1 zu erledigen, 
berechnen wir das Product 



der Grenzwerth desselben ist f > 1, mithin findet auch fQr x 3 — 1 
die Convergenz noch statt. 

Als zweites Beispiel diene die sogenannte hypergeometrische Reihe 


6) 


1 , 

l + Ty* 


«(«+!) g(g+l) 


1 ,2t(j-+1) 
«(a + 1) (# + 2) )3(/3 • 


1) (/5 + 2) 


1.2.37(7+1) (7 + 2) 


*» + 


*) Unter einer etwas anderen Form wurde derselbe von J. Eaabe aufgestellt in 
der „Zeitschr. fur Phys. n. Matliem. von Baumgartner n. Ettingsbauson“; Bd. X, S. C3. 
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worm «, /?, y, x positiv sein mogen. Hier ist 


“n+i 


(« + «) (§ + ”) 
(» 4- 1) O' 4 ®) 


G +i " 

ie+o 

F3 

H 

F) 


und der Grenzwerth Mervon — x; die Reihe convergirt also fiir 
x < 1 und divergirt ftir x > 1. Fiir den Fall x = 1 hat man 

r — “P 




y+l—a—§+ 

FU 0+9 


und als Grenzwerth hiervon y + 1 — a — /?, welcher Ausdruck die 
Einheit iibersteigt, wenn y > a 4 (i ist; unter dieser Bedingung con- 
vergirt die Eeihe 6) auch fiir x = 1. 

An diese Beispiele kniipft sich noch eine allgemeine Bemerkung. 
Im Falle x=l besteht namlich das Verhaltnifs u n+1 : u n aus einem 
Bruche, dessen Zahler und Nenner nach Potenzen von n geordnet 
werden konnen ; so war im ersten Beispiele 

««+. « 8 — «+j 


im zweiten 


“IH-I 


b* + \n 


«* 4 (* 4 P) « 4 a P 


4 (y 4 i ) n 4 y * 
und es kann sich iiberhaupt treffen, dafs jenes Verhaltnifs die Form 
7 s »«+, 4 44 - 1 . 4 4 — 

' « n « l 4 -j- . . . . 

annimmt, wobei h eine constante ganze positive Zahl, A, B, 0 
A', H, G', . . . irgend welche Constanten bezeichnen. Unter dieser 
Voraussetzung ist 

{A — aw 4 (a— ,s y- 1 4 (c — cy- 8 + . . . 




./4 


n* + An 11—1 -(- 54~ 2 -|- . 
5 — A' . C— C , 


1 + J + ^+- 


mithin 

Hiemach ergiebt sich folgende Regel: wenn das Verhaltnifs : u a 
auf die in No. 7) erwahnte Form gebracht werden kann, so conver- 
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girt oder divergirt die Reihe « 0 -f- u L + etc., jenachdem A — A! 
melir oder weniger als die Einheit betragt *). 

"Wir kehren noch einmal zu der anfanglichen Reihenvergleichung 
zuriick, ran zu zeigen, dafs man den unter Xo 2) und 3) ausgespro- 
chenen Bedingungen auch auf andere Weise geniigen kann. 

Setzen wir 

8 ) 

so lassen sich, wenn nicht gerade /. = 1 ist, die beiden Falle ■/. > 1 
und x ■< 1 unterscheiden. Unter der Yoraussetzung x > 1 denken 
wir uns zwischen 1 und x die beliebige positive Zahl ft eingeschaltet, 
so dafs x ;> ft "> 1 ist, und betracbten ft als den Grenzwerth, wel- 
chem sich das Product 


fl/ [( l + ;) ] 

bei unendlich wachsenden n nahert. Statt der Ungleichung x ft 


haben wir jetzt die folgende 

lim [” 'fe)l 


> Lim /ji 




und daraus geht hervor, dafs von einer bestimmten Stelle an 


sein mufs, weil sonst das erste Product sich nicht einer Grenze na- 
horn honnte , welche vorausgesetztennaafsen mehr betragt als der 
Grenzwerth des zweiten Productes. Die erhaltene Ungleichung giebt 



wahrend zugleich ft > 1 ist; die in Xo. 2) verlangten Bedingungen 
sind' demnach erfiillt, wenn /. > 1 ist und ft willktirlich zwischen 
x und 1 gewahlt wird. Ganz ahnliche Betrachtungen gelten fur den 
Fall x < 1; man schaltet wiederum ft zwischen 1 und x ein, betrachtet 
ft als denselben Grenzwerth wie vorhin und gelangt zu dem Schlusse, 
dafs von einer bestimmten Stelle an 


M. 




bleiben mufs, wahrend ft <1 ist. Die Bedingungen 3) sind dem- 
nach erfiillt, wenn x weniger als die Einheit ausmacht. Man hat 
daher den Satz **) : 


*) Vergl. die Abhandl v, Graufs: Disguisifriones circa seriem infinibam etc. in den 
Commented. Gottmg. rec. T. II, a. 1812 . 

**) Vom Terf. angegoben. 
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Die unendliche, nur positive Glieder enthaltende 
Reihe 

K 0 + «l + + “s + • • • • 

convergirt oder divergirt, jenachdem 

“■[*'(;£)] 

melir oder weniger als die Einheit betr&gt. 

Als Beispiel moge die unendliche Eeihe 
q\ 1 , * + & , , (*4-3i0 8 , 

dienen, von welcher bereits in §. 25 nachgewiesen wurde, dafs sie fiir 
y < - convergirt, fQr y > - divergirt, und wobei der noeh ttbrige 

Fall y = - unerledigt blieb. Unter dieser Yoraussetzung ist 

«, („+!>(»+;) 

““ K4T‘ (>+if-0(‘+ry 

— "'( i+ ^t) — 'O+rps} 

um diesen Ausdruck weiter zu entwickeln, benutzen wir die in §. 17 
unter No. 10) bewiesene Formel 

/(I + =) = * — !=* + &= 8 , 0 < 9 < 1, 

indem wir das eine 


ex , 


das andere Mai 


n ex 


> = 


setzen. Nach gehoriger Zusammenrechnung erhalten wir 

-7r=?r^+*^T* + *frr=T 


( 1 + n) 


n 


~ 1 1 * 

l+ = 

1- n J 


, ex f ex \ 2 ,, r J l 2 1_ 

' I + » » + ■ 

. l nl 
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mithin, weil q und q" immer zwischen 0 und £ liegen, 

Dieser Grenzverth betragt weniger als die Einheit, folglich divergirt 

die Reihe 9) fiir y = -• 

J e 


§• 28. 

Allgemeine Regeln fur die Convergenz und Divergenz von Reihen mit 
positiven Gliedern. 

Die bisherigen Kennzeichen fiir die Convergenz oder Divergenz 
der unendliehen Reihe 

«0 +• «1 + K 3 + “s + 

verlieren ihre Brauchbarkeit, sobald gleichzeitig 

him = 1 und Lim ^1 — J = 1 

ist; das Princip der Reihenvergleichung mufs dann von neuem an- 
gewendet werden, und zwar mag hierzu der Satz dienen, dafs die 
Reihen 

1) 777773 4* 77777777 4“ 


2(L2) 1+ @ 


2 ) 

3) 


4£4(££4y+0 

1 


4- 


8 £8 LLS(LLL8) 1+ P 


3 (£ 3 )!+^ 

1 

5£5(££5)i+l i 

4- 


4(£4) 1 +0 


4- 


+ 


6L6{LL6y+P 
1 


+ 


: + • 


9£9££9(£££9) 1+ 0 
u. s. w. 

gleichzeitig convergiren Oder divergiren, jenachdem /J positiv oder 
negativ ist (§. 26). 

L Wir betrachten zuerst den Ausdruck 


4) if ^(fl) = «£« — - 5±1 (/; + 1) £(« + 1) 

u n 

und setzen voraus, dafs sich derselbe einer bestimmten endlichen 
Grenze y x nahere, falls n ins Unendliche wachst. Ist nun y x positiv, 

so denken wir uns zwischen 0 und ^ eine willkiirliche Zahl j? ein- 

geschaltet, so dafs 0 < (i Le < y x ist, und betrachten § Le als den 
Grenzwerth, welchem sich die Function 



bei unendlich wachsenden n nahert (§. 9, No. 3 und 4). Da nach 
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den gemachten Voraussetzungen IAmf x {n) <<LLimrp 1 {n) ist, so mufs 
es immer ein bestimmtes n geben, von welchem ab f x (ri) <.yj t (n) 
bleibt, und vermoge der Werthe dieser Functionen findet sieb von 
einem bestimmten n ab 

g n +i ^ » f Ln y+P 

u n n -j- 1 \.£(rt 1 ) ) 


oder 

5) 


^ ^n+i 
~T~ * 


wobei zur Abktirzung gesetzt wurde 


L = 


n(LnY+$ 

Die Reihe t s -1- t 3 + t A + etc. ist identisch mit der Reihe 1) nnd 
convergirt wegen /? > 0; zufolge der Ungleichung 5) convergirt nun 
auch die Reihe u g + % + + etc. 

Wenn zweitens y x negativ ist, so wahlen -wir die willkflrliche 
Zahl § auf die Weise, dafs 0 > (i Le>y x ist, und haben dann 
Lim if ) i (n) < Lim f x (n), mithin von einer bestimmten Stelle ab ip x (») 
<f x Wi vroraus sich ergiebt 

U n+1 Al+l 

1L n 

Wegen des negativen /? divergirt die Reihe der t, und zufolge der 
vorstehenden Ungleichung divergirt um so mehr die Reihe der «. 
Die Convergenz oder Divergenz der letzteren Reihe entscheidet sich 
also durch das Yorzeichen von Lim ip x (n). Mittelst der Substitution 

Ls = tz = M lz 

12 

kann man die kiinstlichen Logarithmen leicht in natiirliche umsetzen 
und hat dann das Theorem: 

Die unendliche, nur positive Glieder enthaltende 
Reihe u 0 + u x + + etc. convergirt oder divergirt, 

jenachdem 

Lim In — ( n +• 1) l(n -)- l)j, 

positiv oder negativ ist. 

n. Der vorstehende Satz liefert in dem Falle y x = 0 oder 
6) - ’ ’ "" 


Lim In 


(n + 1) K /l -(- 1)}= 0 




keine Entscheidung; -wir betrachten dann die Function 


if> g (n) = n LnLLn ■ 


(* + l) + ^{n + 1), 
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von welcher wir voraussetzen, dafs sie sich fur n=o o einer bestimm- 
ten endlichen Grenze y 2 nahere. Bei positiven y s wahlen wir eine 
beliebige Zahl /?, so dafs 


0</S< 


Ys 

(M s 


oder 0 < /J (Ley < y 2 


nnd denken uns (/? Le) 3 als den Grenzwerth des Ausdrucks 

LLn 


/.(*) 




Ln LLn. 


\.LL(n+ 1)J 

Aus IAm f 2 (n) < Zrm tb 2 (w) folgt, dafs von einer bestimmten Stelle 
an f 2 (») < sein mufs; die letztere Ungleichung giebt 


_ n+i 

n m 


oder 

7 ) 


r y+f 3 

'(«+!) L(n + 1) 1)J 


u n+i ^ fn+j 5 


wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde 


" nLn(LLny+P 

Die Reihe # 5 + + etc - ist identisch mit der Reibe 2) und 

convergirt wegen /?>0; znfolge von No. 7) convergirt nun aucb die 
Reibe « 4 + « 5 + « 6 + etc. Durch ganz ahnliche Schliisse, welcbe 
fast nur in der Vertauscbung der Zeicben < und > bestehen, uber- 
zeugt man sich leicbt, dafs die Reibe u i +u 6 + etc. im Falle 
y 2 <0 divergirt. 

Ersetzt man die kiinstlichen Logarithmen durch natOrliche, so 

wird 


'•f'sM 


(* + i) + 1) //(« + !) 


= M a j* In ll(n) — 

— HIM In — (n + 1) l(n + l)j ; 




bei unendlich wachsenden n bat der Coefficient von MIM die Null 
zur Grenze zufolge der in No. 6) gemachten Voraussetzung, mit- 
bin ist 

y s = M* Lim In lln — ^ (n + 1) l(n + 1) ll(n + l)j. 

wo nun das Vorzeichen des y i nur nocb von dem angedeuteten 
Grenzwerthe abbangt Demnacb convergirt oder divergirt die Reibe 
«o + «i + etc., jenacbdem 

Lim In lln — ^ (n + 1 ) l(n + 1 ) ll(n + 1 )| 

positiv oder negativ ist. 
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Man wird ohne Millie erkennen, wie die Betracktung weiter zu 
fQhren ist, falls y g oder der vorstehende Grenzwerth versckwindet; 
es wird daher die Angabe des Endresultates der ganzen Untersuchung 
ausreicken, namlich : 

Um die Convergenz oder Divergenz der unendlicken, 
nur positive Glieder entkaltenden Reike 


u o 4- «i + + ^/ 8 + 

zu entscheiden, kereckne man folgende Grenzwertke 
A==l — Lim ^±1, £ = j/»(l — 1, 

C 1 = Limj^iln — — (» + 1) l(n 1)^ , 

C a — Lim In I a n — *~ lm ( n + 1) K n + 1) l»i n + 1)^> 

C s = Lim |// In l a n l s n — (« _j_ i) l[ n i) / g (« -|_ i) / 3 (« -f- l)j, 


U. S. W. 

die gegebene Reike convergirt oder divergirt dann, 
jenackdem die erste nicktversckwindende der Gr8- 
fsen A, B, C u C a , C 3 etc. positiv oder negativ ist*). 
Als Beispiel diene folgende Reike 

fll— fl , CM z£) Pll—P) (2 — ft 

1 * 1 “ 1 *. 2 * 

^ (2 + fl (1+fl <3(1 — <3) (8 — ffi (3 — <3) 

-r 1* . 2 4 . 3* " r 


worin /S einen positiven eckten Brack bezeichnen m6ge; fttr u 0 =0, 
« x = /?(1 — /?) u. s. w. ist 

!fn±, __ (” + <*)(” + 1 — ft) 

(n + l) s 

und daraus findet man A — 0 und B = 0. Ferner ergiebt sich 


i) /(« + !) 



^ + 1 ) . 
* + l ’ 


*) Vergl. die Aufsatze von Bertrand und Bonnet in Liouville’s Journal de 
MatMmatigues Bd. VII, S. 35 u. Bd. VIH, S. 73, sowie Catalan, TraM SUmentair 
des i&riesy Paris 1860. 
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wie leicht zu ersehen ist, hat der letzte Bruch die Null zur Grenze *) 

und daher wird 



folglich divergirt die obige Reihe. 

§. 29. 

Reihen mit positiyen und negativen Gliedem. 

TTenn die Glieder einer unendlichen Reihe verschiedene Yorzei- 
chen besitzen, so kann man eine neue Reihe dadurch bilden, dafs 
man alle Glieder mit demselben Vorzeichen nimmt, und es lafst sich 
envarten, dafs die urspriingliche Reihe convergiren wird, wenn die 
abgeleitete Reihe convergirt. Um diefs genauer zu untersuchen, be- 
trachten wir erst den einfachen und am haufigsten yorkommenden 
Fall, wo die Zeichen wechseln. Die urspriingliche Reihe ist dann 

1) u 0 — Ul +u a — + — 

und die abgeleitete Reihe der absoluten Werthe 

2) U 0 + + Z/j + “ 8 + u i + - • • ■ 

Wenn nun diese Reihe convergirt, d. h. wenn 

Lim S n = Lim (*/ 0 + w s -4- + . • • + u n—i ) 

eine endliche Grofse ist, so mussen sich die beiden Summen 

f . = “o+“! + “4 + ''6+”'+ «»m- a 
Qm = «i +« S + B S + “7 + • • • + 

endlichen Grenzen nahem, denn im Gegenfalle wiirde Lim (P m Q m ) 
= oe werden, was der Convergenz der Reihe 2) widerspr&che. Hier- 
aus folgt augenblicklich, dafs auch der Grenzwerth von 

^m Qm 

~ u a — “l + « 2 — W s + "4 — « S + ■ ■ ■ + "*m-* — 

eine endliche Grofse ist, dafs mithin die Reihe 1) convergirt und eine 
kleinere Summe besitzt als die Reihe 2). Ahnliche Schlusse gelten 
in jedem anderen Falle. 


*) Nach Formal 1) in §.17 ist mithin, wenn beiderseits quadrirt wird, 

** oder eV setzt man eU = co, so folgt 

o ^ t (&»)* oder — A 

^ • co hn 

nnd bei onendlich wacbsenden co 


Lm 


loo 

CO 


= 0 w. z. b. w. 
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Man kann nun z. B. die Convergenzbedingung 

Lim < 1 

u n 

auf die Reihe 2) oder direct auf No. 1) anwenden, nur hat man zu 
beachten, dafs der Quotient zweier auf einander folgender Glieder in 
den Reihen 1) und 2) der Grofse nach derselbe und nur im Yorzei- 
chen verschieden ist; die genannte Convergenzbedingung lautet daber 

Lim ^) S < 1. 

In ahnlicher Weise kann man z. B. auch die in §. 27 gegebenen 
Convergenzbedingungen auf die Reihe 1) iibertragen, doch ist diefs 
um so weniger nothwendig, als sicb die Convergenz einer Reihe mit 
altemirenden Yorzeichen viol einfacher mittelst nachstehender Be- 
trachtung erledigen Iafst. 

Wir setzen voraus, dafs von einer bestimmten Stelle n = J: an 
jedes u grofser als das nachstfolgende , mithin 

u k > «i+l > «jfc+2 > "i+8 

sei und aufserdem wie frilher die Bedingung Lvm u n = 0 stattfinde. 
Bezeichnen wir nun mit B lf B s , B & , etc. die GrSfsen 

— Uk 

r 3 = u k — (« 4+1 — u k+i ) 

— u k — (&fc+i — u k+i) — ("i+s — »k+i) 

und beachten, dafs alle eingeklammerten Differenzen positiv sind, so 
haben wir 

3) R 1 >R S >R 5 >R 7 

Andererseits gilt fur die Grofsen 
R a = (?/* — «i+i) 

•S* = 0* — «i+l) + («Jt+2 — "i+s) 

Rq = (Mi Uk+l) + («ft+2 Uk+ s) + (“*+ 1 tffc+5) 


die Beziehung 

4) R$ ^ R& ^ R$ Rq • • • • 9 

und endlich ist noch bei unausgesetzt wachsendem m 

5) Lim. (Rim — l — Ram) — Lim «jt +Sro _i = 0. 

Aus der vorstehenden Gleichung folgt, dafs sich Ba m -. i und B% m einer 
und derselben Grenze B nahern und zwar Bim- 1 durch fortw&hrende 
Abnahme, B$ m durch fortwahrende Zunahme. Der gemeinschaftliche 
Grenzwerth B ist nun erstens positiv, wie die Ungleichungen 4) un- 
mittdbar zeigen, ferner betragt er zufolge der Gleichung 5) weniger 
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als jede der Grolsen B 1 , B s , B s etc., er mufs dalier eine bestimmte 
endliche GrQfse sein. Vermoge der Gleichung B = Lim Rim^-i = 
Lim Ri m ist 


R = l<k 4- «i-+2 — «*+ s + • • • • 

mithin convergirt die vorliegende Reihe und ebenso die urspriing- 
liche Reihe 

»'o — “i + “a — + ■ • • + (— 1 ) i_1 

+ ( 1)* («fc u k+l + Uk+2 u k + 8 + ••••)• 

Nach diesen ErSrtenmgen haben wir folgendes Theorem: 

Eine Reihe mit alternir enden Yorzeichen conver- 
girt immer, sobaid ihre Glieder von einer bestimm- 
ten Stelle an fortwahrend und ins Unendliche ab- 
nehmen. 

Diese Convergenzregel greift weiter als die vorige. So wiirde 
man z. B. die Convergenz der Reihe 


I_i4.i_i4.i_I4. 

1 2 + 8 4 + 5 6 ' 

nach dem frtiheren Satze nicht entscheiden kbnnen, weil die Reihe 
der absoluten Werthe, n&mlich 

T + I + S + i + J + ? +, ‘-' 

divergent ist; dagegen zeigt das zweite Theorem, dais die fragliche 
Reihe convergirt und dais ihre Summen zwischen folgenden, dnan- 
der immer naher kommenden Zahlen liegt 

1 und 1 — i 



u. s. w. 


Wir wollen an dieser passenden Stelle eine Eigenthiimlichkeit er- 
w&hnen, die bd divergenten Reihen mit altemireaden Vorzdchen 
stattfinden kann. Ist namlich Lim u n eine endliche von Null ver- 
schiedene GrSfse so nahert sich u„ — u n+] der Grenze Null, 
und in Folge dieses Umstandes kann es geschehen, dais die Reihen 

= C«o — »i) + (« s — “ s ) + + (“*»-* — 

^«+i ==>“«— («i ~ «a) — («#—“*)—••• — — «»») 

gleichzdtig convergiren. Damn ist sowohl Lim 8 tm als Lim S xm+1 
eine endliche Grolse, und als Differenz bdder Werthe ergiebt sich 
Lim — s ™) = Lim u am = Q 
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d. h. die Summen der Reihenglieder 

k 0 — a i -I - m 2 — “3 •+■ “4 — •••• 
nahern sich zwei endlichen, um q von einander verschiedenen Gren- 
zen, jenachdem eine gerade oder eine ungerade AnzaM von Gliedem 
zusammengerechnet wird. 'Divergente Reihen dieser besonderen Art 
hat man oscillirende Reihen genannt. 

Das einfachste Beispiel hietet die Reihe 

Cl d — CL CL — {— CL — CL — |— • • • • 

deren Snmme bei gerader Gliederzahl =0, bei ungerader Glieder- 
zahl = a ist. 

Ein zweites Beispiel liefert die Reihe 
2 3,4 5,6 

T - 2 + 3~4 + 5“-"* 

Hier ist, wenn jeder imechte Bruch von der Form • p ~ t ~ in 1 4- - 

P P 

zerlegt wird, 



C _1 1 | 1 1 . 2m + 2 

tm+1 1 2 “*“3 

bezeichnet nun a die Summe der convergirenden Reihe 



so ergiebt sich 

Lim S sm = e, Lim S tm+1 = a -f- 1 , 
mithin osdllirt die genannte Reihe zwischen a und a + 1. 

§• 30. 

Bedingte und unbedingte Convergenz 

Aus der im §. 23 gezeigten Entstehnngsweise der unendlichen 
Reihen geht unmittelbar hervor, dais es nicht ohne Weiteres erlaubt 
sein kann, die Anordnung der einzelnen Glieder willkiirlich abzu- 
andem (denn es hiefse das, die Function q> durch eine andere er- 
setzen); es wird daher immer einer besonderen Untersuchung bedflr- 
fen, ob eine solche Umstellung der Glieder einen Einflufs auf die 
Reikensumme hat oder nicht. Dafs in der That eine verSnderte An- 
ordnung der Glieder zu einer ganz anderen Summe fiihren kann, mo- 
gen folgende Beispiele darthun. 

Die urspriingliche Reihe sei die im vorigen Paragraphen erwahnte 
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und daraus die folgende gebildet 


I I4.i4.-L, 

1^3 2 + 5 + 7 4 + 9 + ll 


g + > 


wobei die Anordnung so getroffen ist, dafs auf zwei positive Glieder 
ein negatives folgt; es ist dann 


1.2.3 




1 


...) 


5 

<6- 


5 1 6.7 1 8.9 
Die Reibe a kann man sicb dadurch entstanden denken, dafs in 
dem Ausdrucke 

1 1 1 8m — 8 

4 m — 3 4m — l 2 in (Am — 3) (4 m — 1) 2 m 
m—1, 2, 3, ... genommen md und alle entstehenden dreigliede- 
rigen Gruppen addirt werden. Da jede solcbe Gruppe einen positi- 
ven Werth hat (wegen &w>3), so ist 


13 


21 


...>; 


1.3.2 ‘ 5.7.4 ' 9.11.6 * 6’ 

■woraus bereits bervorgeht, dafs s~> a ist tJbrigens lafst sich das 
Verhaltnifs von s : a auch genau bestimmen, wenn a angesehen wird 
als der Grenzvrerth von 

■ U 2^3 4) ^ \5 6^7 8J^ 


■ + 


( 


1 

_ 1 -j 

L- 1 _ 


4/2 — 3 

r 

cs 

1 

1 

1 

H 

1 

L 

4n) 


und ebenso s als Grenzwerth von 

^-G+H)+ G+H) 


+ 


• • + 


(-J- 

\4n — 


4 n — 1 


-V 

2 n) 


Die Differenz beider Gleichungen giebt 




und hieraus folgt durch tibergang zur Grenze far unendlich wach- 
sende n 

sodaXs also s — fa ist*). 

*) Hie und da findet man die Meinung ausgesprochen, dafs ein Satz, der fur jede 
endliche Anzahl von Grofsen gilt, auch dann richtig hleiben mtisse, wenn jene Anzahl 
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Als zweites Beispiel diene die convergirende Eeihe 

1 L_i_ 

y t ]/2 yi yi 1/5 

Werden ihre Glieder folgendermaafsen umgestellt 

_i_ . J JL4 _J_, J L_l_ 

V2^V5^V7 ' ’ 

so sind die einzelnen dreigliederigen Gruppen yon der Fonn 


— — 

■j/4w — 3 "jAm — T 

und zwar betr&gt diese Gruppe melir als 



JL-+-L L_ = /i L\ _L 

yim 1/47/1 1/2JM \ 1/2/ i/m 

Die neue Eeihe besitzt demnach eine grofsere Summe als 



l/l "*”1/2 + 1/3 + 



und ist folglich divergent. 

Hiemach stellt sich die Nothwendigkeit heraus, zweierlei Arten 
yon convergirenden Eeihen zu unterscheiden ; es heiTse namlich eine 
Eeihe bedingt-conver gent, wenn ihre Summe von der Anordnung 
der Glieder abh&ngt, sie heifse dagegen unbedingt-convergent, 
wenn ihre Summe auch bei beliebiger Umstellung der Glieder immer 
dieselbe bleibt. Damit wird man zu der Aufgabe gefiihrt, die Kenn- 
zeichen der unbedingten Conyergenz aufzusuchen. 

Es sei U n die Summe einer n - gliederigen Eeihe etwa 

1) U n = u 0 + + v a -)- . . . -f- u n-1 

und bei unendlich wachsenden n der Grenzwerth von U n gleich einer 
bestimmten endlichen Grbfse U, mithin 

2) V= « 0 •+■ B i •+■ a 8 •+■ • • • • 


unendlich wird; das obige Beispiel, welches von L e j eune-D irichle t in den Ab- 
handlungen der Berliner Akademie vom Jahre 1837, S. 48 angegeben worden ist, zeigt 
die Unrichtigkeit eines solchen Princips. Bei jeder endlichen Anzahl von Summanden 
ist die Anordnung der letzteren ohne Einflufs auf die Summe, bei unendlich vielen 
Snmmanden im Allgemeinen nicht 

Wie sich in §. 42 zeigen wird, ist a = Z2 mithin * =* |Z2. Dieses Besultat bil- 
det einen speciellen Fall des folgenden, vom Verf. mittelst der Integralrechnung ge- 
fundenen Satzes: wenn in der convergirenden Beihe 

“1 — «* + °s — u * + • • • = 8 

die Glieder so umgestellt werden , dafs immer p positive and g negative Glieder auf- 
einander folgen , wobei p > q sein moge , so betrSgt die Summe der neuen Beihe 

s + Lim ( nu ^) 

(S. d. Verf. Ubungsbuch zum Studium d. hoheren Analysis. 2. And. Bd. II, S. 178.) 
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d. L die vorliegende Keihe convergent, so ist zu untersuchen, ob 

eine nene unendliche Beihe 

3) v 0 + t'i + v a + v B + 

welche sicb von der vorigen nur in der Anordnung der Glieder un- 
terscheidet, gleichfalls TJ zur Summe bat. Nebmen wir von der 
zweiten Beibe vorlaufig die p ersten Glieder und setzen 

4) r f =v 0 +v 1 4- v a 

so konnen wir p so grofs wahlen, dafs die n Glieder von TJ n sammt- 
licb unter den p Gliedem von V v entbalten sind. Aufserdem kom- 
men in V p nocb p — n Gbeder vor, welche sicb in der Form 

+ *(r •+• u s “l - • • * > 

vereinigen lassen und deren Indices q, r, s etc. grSfser als n — 1 
sind. Demnacb ist 

V p V n — Wq -f- U r -j- U, + . . . . 

xnithin bei unendlicb wachsenden n und p 

Lint F p — 0= Lim (a s + « r + “«+■••• •) » 
soli nun die Beibe v 0 + v 1 + v s + etc. gleicbfalls TJ zur Summe 
baben, so mufs Lim V p — TJ, mithin 

5) Lim ( Uq “J - u T ” j — Ug — j— • • • .) — 0 

sein, und diefs ist das Kennzeicben der unbedingten Convergenz der 
Beibe 2). Zu einer andem Form gelangt man auf folgendem Wege. 

Wenn die Beibe 2) von einer bestimmten Stelle an nur positive 
Glieder enthalt, so kann man n so grofs wahlen, dafs alle in der 
Gleicbung 

U — O n = u n + -1- ?/ n+4 -f- . . . . 

rechter Hand vorkommenden GrSfsen positiv sind; die Summe u n -f- 
»B 4 i + etc. ist der sogenannte Best der Beibe und bat die Null 
zur Grenze, weil bei unendlicb wacbsenden n die linke Seite in 
TJ — IAm U n — 0 ubergebt. 

Was femer die Summe « s + u r + etc. anbelangt, worin die An- 
zahl der Glieder =p — n und jeder Index y>n — 1 ist, so hat 
man wegen des positiven Vorzeichens aller Glieder 

o < «g 4- »r + u t + • • • < «» + “«+i + u n+t + • • • • 
mitbin bei unendlicb wacbsenden p und n 

Lim (a ? + u T + u, -f- . . .) = 0 ; 

unter der gemachten Yoraussetzung convergirt also die Beibe un- 
bedingt. 

Wenn die urspriingliche Beibe theils positive, theils negative 
Glieder entbalt und von keiner Stelle an Glieder mit gleichen Yor- 
zeicben liefert, so verlieren die vorigen Scblusse ihre Anwendbarkeit 
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und die Convergenz kann in diesem Falle moglicherweise eine nur 
bedingte sein. Unter der besonderen Voraussetzung, dais die Reihe 
auch dann convergent bleibt, wenn statt der einzelnen Glieder deren 
absolute Werthe genommen werden, lafst sick aber die Sache weiter 
verfolgen. Bezeichnen wir namlich den absoluten Werth irgend eines 
Gliedes u n mit [m„] und ist nun 

K1 + t M i] + ["*] + [ w sl + • • • • 
eine convergente Reihe, so hat man nach dem Yorigen 

Lim j[« 5 ] + [« r ] + [«,] -f- . . . .j =0 

d. h. der absolute Werth von u q 4 - u r + etc. kann kleiner als jede 
angebbare Zahl gemacht werden. Daraus folgt augenblicklich , dais 
u q + «*r-h etc. selber gleichfalls die Null zur Grenze hat Oder dafs 
die Reihe unbedingt convergirt. Diefs giebt den Satz*): 

Eine unendliche Reihe convergirt unbedingt, wenn 
sie ihre Convergenz auch in dem Falle behalt, wo 
alle Reihenglieder auf ihre absoluten Werthe re- 
ducirt werden. 

Hiemach erklart sich, warum die anfangs besprochenen Reihen 
nur bedingt convergirten; sie werden namlich divergent, wenn man 
ihre Glieder mit gleichen Yorzeichen nimmt. 

§. 31. 

Die Potenzenreihen. 

Unter den Reihen von specieller Form, die spater haufig vorkom- 
men werden, flihren wir zuerst die sogenannten Potenzenreihen 
an; sie sind unter dem allgemeinen Schema 

1) a 0 + a,ar + a,* 2 + a a x 3 + 

enthalten, worin x eine beliebige Variabele bezeichnet, und die von 
x unabhangigen Coefficienten a 0 , a 15 a a etc. nach einem gegebenen 
Gesetze fortschreiten. 

Zufolge der in den §§. 25 , 29 und 30 entwickelten Satze con- 
vergirt die Reihe 1) unbedingt, sobald der absolute Werth von 

Lim 0n+1 ~ = Mm — 
g « 

a n+\ 

weniger als die Einheit betragt; setzt man 

2) Lim — X 

_____ a »+i 

*) Derselbe ist von Scheibner aufgestellt Worden in der Abh&ndlnng „Uber 
unendliche Reihen und deren Convergenz. Leipzig, 1860“ (§. 7). 
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Lim ^±i4r 


x 

V 


und der absolute Werth hiervon liegt outer der Einheit, wenn 
— A.<x<4-A Oder jr 2 <A* 

ist. Hierdurch bes timm t sich der Spielraum, auf welchen x be- 
schrankt werden mufs, wenn die Reihe 1) unbedingt convergiren soil. 
Ob sie noch fBr x = + X oder x = — 1 ihre Convergenz behalt, ist 
in jedem speciellen Falle nacb den C!onvergenzregeln in den §§. 27, 
28 und 29 zu entscheiden. 

Bezeichnen wir den absoluten Werth einer Zahl s mit [#], so 
haben wir fur den Fall, dafs die Reihe convergirt, 


Lim 




< 1 , 


ffir hinreiehend grofse Werthe von n, etwa fur n = Jc, h 4- 1, & + 2 
etc., mufs demnach der Quotient 



kleiner bleiben als ein zwischen JjjjJ und 1 eingeschalteter willkur- 

licher Bruch y, und nach einer schon oft gebrauchten Schlufsweise 
folgt hieraus 

[«*+i 1 *+!] < [u k x 1 ] y, [a i+ s a*+ 2 ] < [a* * l ] y * 

mithin 


[«* **] 4“ ** +1 J 4~ 0*+J + 

<!>***] 0 4-y4-y s 4-r 8 4- — ) 

oder 


3) [at + [a*+i + [a k+3 + < ^3. 

Denkt man sich die Reihe 1) in zwei Theile zerlegt, von denen der 
erste die It Anfangsglieder, der zweite alle abrigen Glieder enthalt 
und Rt heifsen m5ge, so ist 

4) a 0 x + 02 ** + a 3 x s ■+■ . . . . 

— a 0 +a 1 x + a a ** + . . . 4- «*_! x*- 1 + R k , 

5) Rk = + at+i x i+1 a i+ 2 x fc + 2 4- • . . • 

und nun kann die Ungleichung 3) zu einer kurzeren Darstellung von 
Rk benutzt werden. Es erhellt n&mlich unmittelbar, dafs Rk zwischen 
[a* x h ] + [a fc+1 x i+1 ] [a k+i x*+ 2 ] 4~ . . . . 

und 


j[*A **] 4 - [«Jt+l * i+1 ] 4 - [<**+* * l+S ] 4 - 1 
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enthalten ist, dafs also die Ungleichung 

[«t x k ] > R \flk **] 

i —y^ k i — y 


stattfindet; bezeichnet § einen nicht naher bestimmten positiven Oder 
neg^tiven ecbten Bruch, so kann hiemach 
eK a*] 


6 ) 


R fc = - 


-!<?<+! 


gesetzt werden. Diese Formel ist in dem Falle von Werth, wo man 
die Summe der Beihe 1) durch wirkliche numerische Berechnung und 
Addition ihrer Glieder ermitteln will ; hat man namlich die Tt ersten 
Glieder summirt, so liefert die Formel 6) fur q = — 1 und p = + 1 
zwei Zahlen, zwischen denen der Best Bk liegt, d. h. sie bestimmt 
das Minimum und Maximum des Fehlors , welcher aus der Vemach- 
lassigung der iibrigen Glieder entspringt. 

Die Summe einer unendlichen und convergirenden Potenzenreihe 
ist im Allgemeinen eine gewisse Function der Yariabelen (x), nach 
deren Potenzen die Reihe fortschreitet ; die specielle Natur dieser 
Function hangt von der Form der Coefficienten ab und kann daher 
erst dann angegeben werden, wenn das Bildungsgesetz der Coefficien- 
ten naher bestimmt ist. Doch lafst sich wenigstens die Frage nach 
der Continuitat der genannten Function allgemein entscheiden. 

Innerhalb der Grenzen x — — X und x = + X sei f(x) die 
Summe der Reihe 1), also 
7) /( ar ) = «o + a 1 a r + flj* 1 +a B * 8 + 


X, 

und £ ein beliebiger, zwischen — X und +X liegender individueller 
Werth des x; denken wir uns die positiven Grofsen d und e so klein 
gewahlt, dafs | + <J und £ — e gleichfalls zwischen — X und + X 
enthalten sind, so dflrfen wir die Gleichung 7) sowohl for x=l--\- 8 
als fur *==| — e in Anspruch nehmen und haben dann 
8) /(« + *)-/(«—) 

= (S + 4 ai i±l^ + ai (l±^ 


•«)* 


V 


-(-a. 


* S + s 

(S+3) 8 +(S- 


0 s 




} 


wo nun zu untersuchen ist, ob die rechte Seite die Null zur Grenze 
hat, wenn 6 und e gegen die Null convergiren. Der Einfachheit we- 
gen wollen wir zunachst voraussetzen, dafs alle die Coefficienten o„ 
o 2 , aj etc. positiv seien und dafs auch 2? und | — s positive Werthe 
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haben m5gen ; anf der rechten Seite von No. 8) lafst sich dann auf 
jedes einzelne Reihenglied die Ungleichung 

m am 

m — 1 ^ a P 0 m — 1 

met > > m p 

a—p 

fBr «=£-)- <J, /? = f — e anwenden, und diefs giebt, weil alle 
Glieder positiv sind, 

(5 + *) [l« x + 2 a, (f -M) + S« 8 (H- 5) 2 + ] 

>/(! + S) —/(£ — *)> 

(5 + *) [1«! + 2a a (| — *) + Sfl s (I — S) s + ]• 

In der unendlicben Reihe 

9) lo 1 -f- 2a s x -)- 3ff s x* -f- 4a t x s -f- . . . . 

ist nun . w / 

mithin convergirt diese Reibe fiir x s <2® d. h. unter derselben Be- 
dingung wie die Reibe 7) , folgbcb ist ibre Summe eine bestimmte 
Function, welche f (x) beifsen moge. Da f -f- 6 und £ — e der Con- 
vergenzbedingung geniigen, so baben wir jetzt 

(S + e) f(t + 6) >M + 6)— /($ — *)>(« + *) r(i - *)■ 

Bei unendlieb abnehmenden 6 und e bleiben f'(§ + 8) und f'(b — e ) 
immer endliebe Grofsen , wahrend d -f- s die Null zur Grenze bat, 
daher wird 

Lim cytt -4- 5) — yrs — £ )] = o. 

Hierin liegt der Satz, dafs die Summe einer aus positiven Gliedern 
bestebenden Potenzenreibe eine continuirlicbe Function bildet, so 
lange x * <1® bleibt. 

Dieses Theorem ist leiebt auf den Fall auszudebnen, wo die Po- 
tenzenreibe positive und negative Glieder enthalt. Denkt man sicb 
n&mlich alle positiven Glieder zu einer Reibe zusammengefafst und 
ebenso alle negativen Glieder, so erscheint die ursprQngliche Reibe 
als Differenz zweier neuen Reihen, von denen jede fiir sich nur po- 
sitive Glieder zahlt; aucb ist eine solcbe andere Anordnung erlaubt, 
weil die urspriingliche Potenzenreibe wegen <c* <: I s unbedingt con- 
vergirt. Jede der neuen Reihen hat nach dem Vorigen eine stetige 
Function von x zur Summe, mi thin ist aucb die Differenz der beiden 
Reihen eine stetige Function von x, d. h. 

Die Summe jeder Potenzenreibe, welche von irgend 
einer Stelle an rascher als eine geometrische Progres- 
sion convergirt, andert sich continuirlicb innerhalb des 
biernacb bestimmten Convergenzintervalles, 


Lim 


(/,+ !) x*P*_ 


Lim 
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Wir wollen endlich noch die Frage beantworten, unter welchen 
Bedingungen zwei Potenzenreihen 

a o + a i x + a 2 x * + “a* 3 4- • • • • > 

+ bi* s 4~ + 

welche innerhalb eines gegebenen Intervalles — + i gleich- 
zeitig convergiren, eine und diesdbe Summe haben. Der Voraus- 
setzung zufolge soil 

10 ) a 0 +x(a 1 +a i x + a s x* + ) 

— 4" x (&i ■+■ ^ s x 4- &s xi 4- ) 

sein; die emgeklammerten Reihen convergiren innerhalb des angege- 
benen Intervalles und besitzen daher endliche Summen, welche <f x {x) 
und ipx(x) heifsen mogen, so dafs 

«o 4- x <P t (. x ) = b 0 + xtpj.r). 

Lafst man x in Null iibergehen, so bleiben <^(0) und xft ,(0) endliche 
Grofsen und es folgt 

“o ~ ^0’ 

In No. 10) kann jetzt a 0 gegen i 0 gehoben und die Gleichung mit 
x dividirt werden ; diefs giebt 

11) a i 4" x i a % 4~ «s x 4~ a & x * 4~ • • • •) 

= 4~ 4“ 1>S X 4“ ^4** + ••••) 

oder in selbstverstandlicher Bezeichnung 

«i 4-^8^) = i i4- *?*(*)■ r i 

Hier sind <p s (x) und ty s (x) die Summen zweier convergirenden Rei- 
hen, also Functionen, welche fur — + 1 endliche Werthe 
haben. Durch tfbergang zur Grenze far unendlich abnehmende x 
folgt daher 

a l = b j. 

Aus der Gleichung 11) wird jetzt 

a s 4~ x ( a s 4 - fl 4* 4~ a s xS 4- • • ■ 

— ^2 4~ 4“ bi x 4” ^6 x * + ••••) 

oder kurz 

ff 2 4- == 4- > 

wo <ps(x) und ifJ a (x) fttr — l<.x<. + X endliche Werthe behalten; 
der tlbergamg zur Grenze far unendlich abnehmende x giebt 

a 2 == 

Den weiteren Fortgang dieser Schlufsweise abersieht man leicht; er 
fOhrt zu dem Satze: 

Wenn zwei Potenzenreihen innerhalb eines die Null 
umfassenden Intervalles gleichzeitig convergiren, so 
konnen sie nur unter der Bedingung eine und' dieselbe 
Summe haben, dafs die Coefficienten gleichhoher Po- 
tenzen beiderseits gleich sind. 

Schlil milch algebr. Analysts. 6. Aufl. 


9 
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Lafst sicli eine gegebene Function f(x) in eine nach Potenzen 
von x fortschreitende und convergirende Reihe yerwandeln, so ist 
dies zufolge des obigen Satzes nur auf eine einzige Art moglich. 


§. 32. 

Periodische Reihen. 


Wegen spaterer Anwendungen betrachten wir noch Reihen von 
den Formen 


1) -k a o “1“ a i cos x H” a t cos ~h a % cos 3* -f- . • • • 
and 

2) h l sin x -)- h sin 2x -j- b a sin 3x -j- . . . . 

in welchen wir die mit a und b bezeichneten Coefficienten sammtlich 
als positiv voraussetzen wollen. Wir konnen hier drei Falle unter- 
scheiden: entweder namlich sind die Coefficienten einander gleich, 
oder sie bilden eine steigende oder endlich eine fallende Reihe. 

Findet das Erste statt, wobei wir a den gemeinschaftlichen Werth 
der Grfifeen a 0 , a t , a i etc. und b den gemeinsamen Betrag von b t , 
l i , b 3 etc. nennen wollen, so ist in der ersten Reihe die Summe der 
» ersten Glieder 


S n — a [■£■ cos x -f- cos 2x -j- cos 3x -f- . . . -(- cos (a — 1) x] 

d. i. nach der in §. 16 entwickelten Fonnel 8) 

c «”(«—■?)* 

* 2 sin ^-x 

Far unendlich wachsende n n&hert sich dieser Ausdruck keiner be- 
stimmten Grenze, weil der Sinus eines zunehmenden Bogens immer 
zwischen + 1 und — 1 hin und her oscillirt. Die Reihe 1) hat dem- 
nach, ins XJnendliche fortgesetzt, keine angebbare Summe, divergirt 
also. — Ahnlich verhalt es sich in unserem Falle mit der Reihe 2); 
far diese ist nach §. 16, Formel 4) 

S n = b [«’a x -j- sin 2x + sin 3x -j- . . . -)- sin ax] 


wo non wiederum Lint S n nicht angegeben werden kann und defswe- 
gen die unendliche Reihe 2) divergirt 

Bilden die Grofsen a 0 , a x , o s etc. und ebenso Z> 1? & a , b s etc. 
eine steigende Reihe, so findet offenbar die Divergenz urn so mehr 
statt, und es bleibt daher noch der Fall zu untersuchen ubrig, in 
welchem jene Grofsen eine fallende Reihe ausmachen. 

Multipliciren wir die Gleichung 

$n+i — o + a i cos x + "a cos 2x -)-... -j- a n cos nx 
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mit 2 sin ix und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Product aus 
einem Cosinus und einem Sinus in die Differenz zweier Sinus, so 
wird 

3 ^«+ 1 sin$x 

= a o sin ^ x + ( sin far — sin -£x) -)- a g {sin x — sin ^x) 

1- [sin (n — \)x — sin (n — f) x] 

+ a « [«'* 0* + f) x — sin (n — f) x]. 

Durch Vereinigung deijenigen Glieder , welche dieselben Sinus ent- 
halten und durch Transposition von a n sin (» + £) x ergiebt sich 
bieraus 

2 sin i x • ■$«+» ~ a n Sin (” + i) X 

= ( a « — a i ) sin f * + ( a i — a s ) sin far + (ffj — a s ) sin £x + . • • 

• • • + Or,-, — °n) M (/> ~ ¥) *• 

Lassen wir n unendlicb wachsen und setzen wir voraus, dais die 
Abnahme der Grofsen a D , a 2 , ... ins Unendliche gebt, mithin 
Lim a n — 0 ist, so bleibt jetzt linker Hand nur 2 sinj-x. Lim S n+1 
iibrig und rechter Hand wird die Reibe unendlicb, also 

3) Lim S M+1 = - — j(a 0 — a a ) sin £ x + (a t — a s ) sin £* 

+ ( a 3 — a s) si” f sc -f- (a 8 — a t ) sin £x + . . .1 
Betracbten wir zunachst die Reibe 

4) ( a o — a i) + ( ff i — «ss) -f- C a * — a s) + ( a 8 —«*) + ••. 

bei wdcher wir die in Parenthesen stebenden Differenzen als ihre 
einzelnen Glieder anseben, so besitzt dieselbe erstens durchaus posi- 
tive Glieder (wegen a 0 >■ a t > a 3 etc.) und ist zweitens aucb con- 
vergent, denn man erhalt durch Vereinigung der aufeinander folgen- 
den Glieder successive 

a 0 a , , a 0 a 2 , a 0 a 8 , a 0 a 4 , .... 

d. h. Summen, welche sich (der Voraussetzung Lim a n — 0 zufolge) 
der endlichen Grenze a 0 n&hem. Wenn nun scbon die aus nur po- 
sitiven Gliedem bestebende Reibe 

(«o — «i) + C«i — a s) + ( a a — a s) H 

convergirt, so mufs dasselbe run so mebr mit der Reibe 

5) (a 0 — a t ) sin f x-|-(a 1 — a 2 ) sin f x + (a, — a 8 ) sin f x + 

der Fall sein, weil ihre Glieder, den absoluten Werthen nach, kleiner 
als die gleichstdligen Glieder der ersten Reibe sind, und aufserdem 
die Reibe 5) theils positive tbeils negative Glieder enthSlt Bezeich- 
nen wir demnacb die endliche Summe der Reibe 5) mit A, so folgt 
aus Ho. 3) 

Lim S u .. = ■ . — 

"+ 1 2 sin £ x 

9 * 
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und Mer ist die rechte Seite eine endliche Grofse, sobald x nicht 
= 0 Oder = + 2 st, +4-r, + Qn etc. ist. Diefs giebt folgenden Satz: 
Wenn die positiven GrSfsen a a , a lt a 2 , .... eine ins 
Unendliche abnehmende Beihe bilden, so conver- 
girt die Beihe 

4« 0 -f- cos x + « 3 cos 2x -)- a s cos 3x -[- • • • . 
fiir alle x, welche nicbt =0, +2 tv , +4r, + 6?r etc. 
sind. 

LaTst man it — s an die Stelle von x treten, so folgt weiter : 

Unter den obigen Yoraussetzungen convergirt auch 
die Beihe 


£a 0 — a x cos s -(- <z 2 cos 2s — a s cos 3s -j- . . . . 
fiir alle g, die nicht = + ?r, + 3rr, + 5rr etc. sind. 

Die Nothwendigkeit der hinzugefugten Determination erhellt tibrigens 
auch von selbst aus der Bemerkung, dafs die Eeihe in den angege- 
benen Ausnahmefallen die Form 


— [ — Aj — [ — .... 

erhalt, wo nun, wegen des gleichen Yorzeichens aller Glieder, die 
blofse unendliche Abnahme von a 0 , a lt a 2 etc. zur Convergenz nicht 
hinreicht. Fiir x — n oder e — 0 kommt man auf das schon in 
§. 29 aus anderen Grunden bewiesene Theorem zuriick. 

Ganz ahnliche Betrachtungen gelten fur die Eeihe 2); multipli- 
ciren wir namlich die Gleichung 

S n = b 1 sin x -f - A a sin 2x -|- A 3 sin 3x + . . . -j- b n sin nx 
mit 2 sin ^x und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Sinusproduct 
in eine Cosinusdifferenz , so folgt 

2 S n sin §x = b 1 (cos -J-x — cos f x) + A a (cos f x — cos -|x) +• • • • 

. . [cof (h — f) x — cos (n — -J-x)] 

+ b n [cos (n — I) X — cos (n + x], 
und dieser Gleichung kann man leicht die Form geben 
2 sin ■J-x . -f” b n COS ( 71 + i)* 

cos^x — (b 1 — b 2 ) cos- — ( b a — b 8 ) cosfyx — . . . 

■ — K) cos (n—$)x 

Unter den Voraussetzungen b ± > A a > i 8 > . . . und Lim b u = 0 
folgt hieraus 


Ai/B5. = ^-i—|i 1 cos|x — (A t — A a )co«$x — (A a — A s ) «w|x — . . .J 


Die Eeihe 


(ij A a ) -(- — A 3 ) 4- (A s — AJ . . . . 

enth&lt nun lauter positive Glieder (jede Differenz fiir ein Glied ge- 
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rechnet) und ist auTserdem convergent, namlich ihre Summe =b 1 ; 
hieraus folgt, dafs die Summe 

(*1 — 3 2 )cosf * + (A 2 — £ 8 )cos|x-f 

um so mehr eine endliche GrSfse und dafs mitliin auch die Differenz 
b 1 cos ^x — (b 1 — b s ) cos -|ar — (£ 2 — b s ) cos ^x — .... 

einen endlichen Werth haben mufs. Nennen wir den letzteren JB, 
so ist jetzt 


Lint S n 


B 

2 sin 4- x 


also LimS n eine endliche GrSfse, wenn nicht # = 0, + + 4rr 

etc. Die Keihe 2) mufs demnach, die genannten Falle ausgenommen, 
convergiren, ist aber x = 0, oder =+2tt, ±4a etc., so reducirt 
sich die Reihe auf Null und convergirt also noch; man kann daher 
das Theorem aufstellen : 

Wenn die positiven GrQfsen i t , S 2 , b 3 etc. eine ins 
Unendliche abnehmende Reihe bilden, so ist die 
Reihe 


b t sin x + b 2 sin 2x -|- b s sin 3x -f- . ... 

jederzeit convergent. 

Fflr x — iz — e ergiebt sich hieraus noch der Satz: 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Reihe 
b 1 sin s — b 2 sin 2s -f- b s sin 3s — ... . 

gleichfalls jederzeit convergent. 

So geht z. B. aus den entwickelten vier Theoremen auf der Stelle 
hervor, dafs von den Reihen 


COS X 

+ 

cos 2x 

4- 

cos Sx 

+ 

cos 4:X 

+ - • • 

1 

2 

8 

4 

cos x 


cos 2x 

+ 

cos 2>x 


cos 4x 

+ • • • 

1 


2 

3 


4 

sin x 

■ 4 * 

sin 2x 

+ 

sin 3a: 


sin 4a: 

+ • * • 

1 

2 

3 

4 

sin x 


sin 2x 

+ 

sin Sx 


sin 4x 

+ • • - 

1 

— 

2 

3 


4 


die erste fur alle x convergirt, die nicht =0 oder gleich einem ge- 
raden Vielfachen von n sind, dafs femer die zweite convergirt, wenn 
x kein ungerades Yielfaches von n ausmacht und dais endlich die 
beiden letzten Reihen jederzeit convergiren*), 

*) Die beiden allgemeinen SStze durfte der Verf. zuerst aufgsstellt haben. Ffir den 
speciellen Fall, dafs a 0 , o,, a, etc., 6 l , etc. Binomialcoeffieienten sind, hat Abel 
dieselben Sfitze bewiesen in seiner Untersuchung fiber die Binomialreihe , C re lie’s 
Journal ffir llathem. Bd. I, S. 311. 
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§• 33 . 

Die Addition und Multiplication unendlicher Beihen. 

Wir haben frtiher angedeutet, dafs es eines der wichtigsten Ge- 
schafte der Analysis sei, unendliche Reihen zu summiren; diese Auf- 
gabe l&fst sich nur dadurch Ibsen, dafs man mit den fraglichen Rei- 
hen verschiedene Rechnungsoperationen vomimmt, wobei auch der 
Fall eintreten kann, dafs man unendliche Reihen zu addiren oder zu 
multipliciren, oder sonstige Hfilfsmittel des Calciils auf sie anzuwen- 
den hat. Bevor wir aber derartige Untersuchungen anfangen, haben 
wir die Frage zu beantworten, in wie weit es erlaubt ist, solche Rech- 
nungsoperationen mit unendlichen Reihen vorzunehmen. Diese Frage 
ist defshalb nothwendig, weil die Arithmetik nur mit endlichen be- 
stimmten Grofsen oder Polynomen von endlicher Gliederanzahl rech- 
nen lehrt, hier aber Ausdriicke, welche ins Unendliche fortlaufen, 
dem Calciil unterworfen werden sollen. 

Ober die Befugnifs nun, mit unendlichen Reihen nach den Re- 
geln der Arithmetik zu rechnen, haben wir Folgendes zu bemerken. 
Alle bisherigen Rechnungen beschaftigen sich mit Gleichungen, und 
selbst da, wo Ungleichheiten eingeftihrt wurden, geschah diefs nur 
zur Ausmittelung von Grenzwerthen, welche sich zuletzt doch wieder 
in Gleichungen aussprachen. Es liefse sich wohl auch eine Analysis 
denken, die es mit unbestimmteren Beziehungen, etwa Ungleichheiten, 
Ahnlichkeiten u. dergl. zu thun hatte, aber sie wiirde nur von unter- 
geordneter Bedeutung sein, da man in das Wesen der Grbfsenver- 
knfipfnngen offenbar durch Gleichungen die klarste Einsicht bekom- 
men mufs. Daraus folgt sogleich, dafs wir die divergenten Reihen 
aus analytischen Betrachtungen ganz ausschliefsen miissen, weil di- 
vergente Reihen keiner gestimmten Grofse gleich sind. So bleiben 
uns allein die convergenten Reihen und bei diesen lassen sich die 
Umstinde, unter welchen man mit ihnen rechnen kann, leicht aus 
der Lehre von den Grenzen herleiten. 

I. Setzen wir 

/*„ = a 0 + + • •••+“*> 

Qn = u o + v l + v i + • • • • + v n* 

und bezeichnen mit a und l zwei von n unabhangige Factoren, so 
haben wir 

(au 0 + 6v 0 ) + (atfj + iiij) + + ( au„ + bv n ) 

== + bQ n . 

Unter der Voraussetzung, dafs IAm P n — P und Lim Q„ = Q end- 
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liche Grofsen sind, convergiren die obigen Reihen, und die Summe 
der ersten ist P , die der zweiten Q; femer ergiebt sick aus der 
letzten Gleichung fiir n = oo 

(au 0 + bv 0 ) + (««! bo t ) -f- ( au 9 + bv s ) -f . . . . 

= aP + bQ 

d. h. in Worten: 

Das Aggregat zweier convergenter Reihen ist wie- 
der eine convergirende Reihe und die Summe der 
letzteren gleich dem Aggregate von den Summen 
der ursprunglichen Reihen. 

Dieser Satz kann leicht auf jede endliche Anzahl convergirender 
Reihen ausgedehnt werden. 

II. Um den entsprechenden Satz far das Product zweier Reihen 
zu erhalten, denken wir uns letztere als Potenzenreiken, wodurch 
die tfbersicht iiber die entstehenden Partialproducte erleichtert wird; 
es sei namlich 

1 ) = + + + - • • 4 « , sn xS “ 

2) Qm ~ b o 4 b l x 4 b i x * 4 • • • 4 

Das Product von beiden Reihen ist 

a o 6 o 4 («o 4 i + a i*o) x 
+ ( a o b » 4 a i b i 4 a A) x 4 
4 

3) 4 + a l*an-i 4 ■ • • 4 a xn—i b i 4 a m b 0 ) **" 

4- ( a l b 2 n 4 a a^*n — 1 4 • • • 4 a 2 n-\ b % 4 a m b \) 

4 

4 iP an— l^an 4 a an b an— 0 x 

4 “ m b m x* n . 

Bezeichnen wir mit S m die Summe der n + 1 ersten Glieder des 
Productes, also 

A) ==a 0 i 0 4 i a o b i 4*i*o) x 4 ( fl o^a 4 a i b i 4 a a^o) x * 4 • • \ 

• • • 4 ( a oKn 4 « I*an -1 4 • • • 4 a an~i b l 4 tf an*o) x *“ 

so ist 

5 ) S*n<P m Q*n 

weQ P, n Qan aufser dem, was in S in sich findet, noch die Glieder 
mit aj 2n+1 , a?" 4 *, . . . x* n enthalt, welche positiv sind, da alle Glieder 
der Reihen 1) und 2) positiv angenommen werden. Multiplidrt man 
dagegen die Reihen 

6) P n =a 0 +a t x -f- a e x* + . . . 4 a * xn 

7) Qn = b 0 4 *1* 4 v a 4 • • • 4*, x * 
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welche n Glieder weniger enthalten als die in 1) und 2), so erhalt 
man als Product 

a o b o + 0 7 o 4 i + ' 7 i 4 o)* 

+ ( a o b 2 + a i b i + tf a*o) x ~ 

4“ 

+ (a n— fin ”f“ f, a b n-l) x3n ~ 1 
+ "fin*™ 

und aus der Vergleichung desselben mit 4) ergiebt sich 

8 ) S xn >P n Q n . 

Es ist also zusammen mit 5) 

9 ) P,nQ,ny>S. in >P n Q n . 

Lassen wir nun n ins Unendliche wachsen, so werden die mit P an 
und P„, Q 2n und Q n bezeichneten Beihen zugleicb unendliche; be- 
zeichnen wir ihre Summen mit P und Q, welche hier wegen der Con- 
verges jener Eeihen endliche bestimmte Grofsen sind, so ist 
Lim P xn — Lim P„—P 
Lim Qon = Lim Qn — <?• 

Die aufsersten Grenzen in der Ungleichung 9) , zwischen denen S xn 
liegt, rucken also dann immer naher an einander und es mufs folg- 
lich sein: 

Lim S o a = PQ 

d. h. die Summe der Beihe 4) ist endlich, folglich die Beihe conver- 
gent und ihre Summe gleich dem Producte der ihre Factoren bilden- 
den Beihensummen. 

Horen die Beihen 1) und 2) mit ungeradstelligen Gliedem auf, 
d. h. sind sie von der Form 

a 0 -j- a t x -1- a^x 2 + • • • + + ‘’Wi* 2 ’ 1 * 1 

b 0 + b i x + b 2 x * + •••■+" 

so bezeichne man sie mit 

P *n+ Oiv+i*'”* 1 Qnn + bnn+t****' 

und setze diefs in dem vorigen Beweise far P an und Q. in , so redu- 
cirt man diesen Fall auf den vorigen und kann nun allgemein sagen : 
Wenn die unendlichen und convergenten Beihen 

a o 4- + • • • • 

4 0 -f- byX -{- b^x 2 -f- -j- . . . . 

nur positive Glieder enthalten, so ist ihr Product 
identisch mit 

a 0 b 0 + + a i b o) x + ( fl 0^2 +°l b l + a i b o) x * + — 

und das Product ihrer Summen gleich der Summe 
dieser neuen Beihe. 
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In diesem Falle also ist die Multiplication nach den Regeln der Arith- 
metik geradezu erlaubt. 

Die soeben gefiibrten Scbliisse finden keine Auwendung mehr, 
wenn die Reihen 1) und 2) aucb negative Glieder enthalten. Denn 
in diesem Falle kann man nicbt sagen , dais 8 sn < P an @ sn sei, 
weil die Glieder, welcke P tn Q in mehr enthalt als S tn , zusammen 
so viel Negatives geben konnten , dafs P. in Q«v gleich oder kleiner 
als S in wiirde, und eben so wenig darf man behaupten, dafs S tn > 
> P« Q n sei. 

Um auch diesen Fall zu erledigen, betrachten wir Reihen mit 
altemirenden Yorzeichen, namlich 
P = « 0 — 

Q — b o — b x x -f- b a x a — b & x a + . . . . 

- Yorausgesetzt, dafs diese Reihen auch dann ihre Convergenz behal- 
ten, wenn alle Glieder mit gleichen Yorzeichen genommen werden, 
sind die Summen der Reihen 

« 0 4 " a g x a -\-a g x a + . .. . 

b 0 -(- b ± x -f- 5 2 x 2 -f- b g x s -f- 

endliehe Grofsen, mithin convergiren auch die Reihen der geradstel- 
ligen und ungeradstelligen Glieder fur sich; setzen wir daher 

Vo=* a O + ff 2- rS +“4^ +"6** 

Vi = + a s* 6 + » 

r 0 = 6 0 + b 2 x * + b i xi + 6 6* 6 + » 

T\ b g x a -f- b 5 x* 4 . 

so sind Z7 0 , U 1 , V 0 , V 1 endliehe Grofsen *)* Nach dem in No. I 
bewiesenen Satze ist nun 

P = — U 1 , Q = r 0 — 

femer nach der Regel fttr die Multiplication von Reihen mit posi- 
tiven Gliedem 

U 0 fr 0= a 0 b 0 4- K 4 2 + Vo)* 2 + 

V 0 F % = a 0 4 i* + (®o 4 s “i" a s 4 i) 3:8 4“ • • • ■ 

u t r o= «xV +W ! + «s j 0 ) i, 4--- 

l]J\ = a t b t x* 4 - 


*) Die Nothwendigkeit der gemachten Voraussetzung zeigt u. A. das Beispiel se=» 1, 
a 0 = 0, a % == -J, a s = — etc. Die Beihe 

i-i + i-i + i- * + ■■•• 

verliert namlich ihre Convergenz, wenn alle Glieder mit gleichen Vorzeichen genommen 
werden, und daher darf auch die Convergenz der einzelnen Beihen 

4 + 4 + 4 etc - 11X1(1 4 + 4 + 4 + etc - 

nicht behauptet werden. 
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und daraus ergiebt sich 

Wo ~ Wi ~ Wo + Wx 

— a z b 0 ifltfix + Mo)* + ( a O b i + a i b l + <Mo)** 

— (. a o b s ~h a z b i “f" Mo)* 3 + ■ • • • 

Die link© Seite 1st eine endliche Grofse und einerlei mit 
(Uo-U,) (F a — f\) = PQ 

mithin convergirt die rechts stehende Reihe und hat PQ zur Summe. 
Nach der gemachten Yoraussetzung gilt jetzt folgender Satz*): 

Wenn die unendlichen und convergirenden Reihen 

a o — a x x + a 3 * s — "s* 3 + » 

b 0 — b t x b 2 x 2 — b^x 2 + - •••> 

ihre Convergenz in dem Falle behalten, wo alle Glie- 
der mit gleichen Yorzeichen genommen werden, so 
convergirt auch die Reihe 

Mo ~ (Mi + Mo)* + (Mss + Mi + M o)* s ~ 

und ihre Summe ist gleich dem Producte aus den 
Summen der vorigen Reihen. 

Wie man sieht, darf man unter der angegebenen Bedingung die Rei- 
hen auf gewohnliche Weise multipliciren; dafs im Gegenfalle die Glil- 
tigkeit des Satzes aufhort, mag folgendes Beispiel zeigen. 

Nimmt man 

a - b ... (- 1 )" 
x — a n — U n — 4 


und multiplicirt die convergirende Reihe 
10 ) 


V* + l 


P 1 l< JL i_ 

yi 1/2 y 3 yi 

mit sich selbst, indem man die Glieder auf die angegebene Weise 
ordnet, so erhalt man eine neue Reihe 

S — t t - t a + t a — U + .... 

und darin ist 

t — 1 | i I ^ i_ 

Yn y(* — 1)2 V(b — 2)8 

1 . 1 


ys(» — 1) y» 

Urn diesen Ausdxuck zusammenzuziehen, erinnem wir an den be- 
kannten Satz, dafs das geometrische Mittel zweier Zahlen kleiner ist 
als deren arithmetisches Mittel, daher auch 


*) Derselbe riihrt von Cauchy her: Oicrars & analyse alg8mgu6> p. 157. 
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W=W+T)<^i 

daraus folgt 

-\/(n — k) (/t+l) < Vi(« + 1) 

und umgekehrt 

T >V 

V(”-*> a+i) "+ 1 

Setzt man in dieser Ungleichung ft = 0, 1, 2, 3, ... n — 1 und ad- 
dirt alle entstehenden Ungleichungen, so erhalt man 

VrpT Oder r. > ]/ > ys(« — 1). 

Hieraus ist ersichtlich , dafs t n gleiclizeitig mit n ins Unendliche 
wachst; die Reihe S divergirt also und es kann daher S nicht = P 2 
sein. Gleichwohl to die Reihe 10) convergent, aber sie wflrde eine 
divergente Reihe geliefert haben, wenn man die einzelnen Glieder 
sammtlich positiv genommen hatte. 

Das gegebene Beispiel zeigt sehr deutlich, dafs man Rechnungs- 
operationen, die fur endlicb bestimmte Grofsen gelten, nicht ohne 
besondere Vorsicht auf unendlich fortlaufende Ausdrucke anwenden 
darf. Das vollstandige Product der als convergent vorausgesetz- 
ten Reihen 

11) a 0 +a 1 i + a a a; s + a 3 x* 

und 

12) b 0 + bj^x -f- b 3 a :* b 3 x s 

ist namlich 

13) a 3 b 0 -f- a 0 b x x + a 0 i 2 ar 2 -f- a 0 b 3 x 3 -f- .. . . 

+ a ib 0 x + a l i 1 * 2 + a 1 b i x a -j- -f- 

■+■ <*2^0*® "f" a i b l xS "H flj^2 x4 4" a 2^8* 6 “{“•••• 

+ <*8*0*® + + a i b t xi + a S b i xS + • • • * 

+• 

und diefs giebt in der That immer eine convergente Reihe, sobald 
man die Glieder in horizontaler oder verticaler Richtung zu- 
sammen nimmt Aber so ordnet man die Glieder nicht; man ver- 
einigt sie in diagonaler Richtung, indem ihan immer diejenigen 
Glieder sucht, welche gleiche Potenzen von $ enthalten. Diese An- 
ordnung ist es, welche den Fehler herbeifiihrt Man nimmt gewis- 
sermaafsen immer nur die eine durch die Diagonale abgeschnittene 
Halfte von dem Quadrate, welches die s&mmtlichen Glieder des Pro- 
ductes bilden, und bekummert sich um die andere Halfte nicht. Wird 
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nun letztere immer kleiner, je writer man mit der Diagonale herab- 
rfickt, so ist eine solcbe Anordnung erlaubt; wird sie aber immer 
grdfser, wie in unserem Beispiele, so ist diese Anordnung falsch, weil 
sie vemachlassigt, was nicht vemachlassigt werden darf. Man kann 
diefs aucb so ausdriicken : Das Aggregat der Glieder in 13) ist das 
vollst&ndige Product der Reihen 11) und 12), die Reihe 

Vo + (Vi + Vo)* + (V* + Vi + Vo)- T * + 

dagegen nur das unvollstandige Product; dieses kann jenes ver- 
treten, wenn das, was zur Yollstandigkeit feh.lt, immer kleiner wird, 
wie unter den oben angegebenen Umstanden; das unvollstandige Pro- 
duct darf aber nicht an die Stelle des vollstandigen gesetzt werden, 
wenn man nicht von der bestandigen Abnahme der Erganzung iiber- 
zeugt ist. 


§• 24. 

Die Doppelreihen. 


Unter einer Doppelreihe, oder, wie man ofter sagt, einer Reihe 
mit doppeltem Eingange, versteht man ein Aggregat von Gliedem, 
welche nach folgendem Schema zusammengestellt sind: 

1) « 0 + u i + 4- u a + • • • • 

+ “o + U \ + U \ + «8 + 


+ 

Das allgemeine Glied einer solchen Reihe wird durch das Symbol 

■t* 

dargestellt, worin m und n ganze positive Zahlen sind, von denen man 
m den oberen und n den unteren Index nennen kann. Nimmt man 
eine endliche Anzahl von Gliedem aus dem Schema 1) heraus, etwa 

2) u 0 + «, + « s +••• + “«— i 

+ “o + ®i + «» + •• • + 

+ «o +«“ +«“ + ••■ + *&-, 

+ 


+«r #, + a r j) + «r- ,) +..-+«r-r ) 

so ist die Summe dersdben jedenfalls eine endliche Grofse, sobald 
die einzelnen Reihenglieder selbst endliche GrOfsen sind, und in so 
fern jene Summe eine Function von m und n srin mufs, wollen wir 
sie mit 
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bezeichnen. Die Somme der onendlichen DoppelreLhe 1) nennen wir 
dasjenige, was aus s ( n m) wird, wenn man die ganzen Zahlen m ond 
n gleichzeitig ins Unendliche wachsen lafst. Hierbei sind of- 
fenbar zwei Falle moglich; entweder namlich n&hert sich s^ m) unter 
den angegebenen Umstanden einer bestimmten Grenze S, oder es ist 
eine solcbe feste Grenze nicht angebbar, sei es non, weil sie im 
Unendlichen liegt oder weil sie iiberhaopt onbestimmt ist, wie z. B. 
Lim sin (nix + ny). Im ersten Falle nennen wir die nnendliche Dop- 
pelreibe convergent und S ihre Somme, im zweiten Falle heifst 
die Reihe divergent ond besitzt keine Somme. Die Verhaltnisse 
der Convergenz ond Divergenz gestalten sich hier so eigenthfimlich, 
dafs sie einer besonders genaoen Untersochong bedftrfen. 

I. Setzen wir die gegebene Doppelreihe als convergent voraos, 
so mofs jede einzelne einfache Reihe, welche man aos ihr heraosgrei- 
fen kann, selbst convergiren, weil sie einen Bestandtheil jener Dop- 
pelreihe bildet; daher mofs jede der einfachen onendlichen Reihen, 
welche aos den horizontal neben einander oder vertical onter einan- 
der stehenden Gliedem gebildet ist, ebenfalls convergent sein. Be- 
zeichnen wir mit s (m) die Somme der m ersten onendlichen Horizon- 
talreihen in No. 1), d. h. die Somme der m ersten Glieder der ein- 
fachen Reihe 

3) u t + u t + « s -f- . . . 

+ «o + “ 1 l + < + ••• 

+ «“ + <+< + ..• 

+ 

(jede Zeile for ein Glied gerechnet), so ist s (m) die Grenze von s*” 0 
far onendlich wachsende n, and Iassen wir in s w aoch m noch on- 
endlich zonehmen, so geht lAm s (m) in S fiber. Bezeichnen wir aof 
gleiche Weise mit s„ die Somme der n ersten onendlichen Yertical- 
reihen, also die Somme der n ersten Glieder der Reihe 

4) « 0 + w I 0 4-«“ + ... 

■jr u i + a i + a , + • • • 

+ 

(jede Zeile for ein Glied gerechnet), so ist s„ die Grenze von s ( „ m) 
fur Tinendlieh wachsende m; Iassen wir in s n nachher aoch n onend- 
lich werden, so wird IAni s„ = S. Diefs giebt folgenden Satz; 
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Wenn die unendliche Doppelreihe 1) convergirt und 
S ihre Summe heifst, so sind auch die Reihen 3) und 
4) convergent und besitzen dieselbe Summe S. 

n. Die soeben angestellten Betrachtungen setzen voraus, dafs 
die Convergenz der Doppelreihe 1) bekannt sei, und schliefsen von 
da auf die Convergenz deqenigen einfachen Reihen 3) und 4), wel- 
che entstehen, wenn man entweder jede Horizontalreihe Oder jede 
Verticalreihe als Glied einer neuen einfachen Reihe ansieht; es fragt 
sich nun, ob diese Schliisse auch umgekehrt gelten, ob also aus der 
Convergenz der Reihen 3) und 4) die Convergenz der Doppelreihe 
nothwendig folgt. Die zur Beantwortung dieser Frage dienende Un- 
tersuchung ist folgende. 

Wenn eine einfache Reihe convergirt, also die folgenden Glei- 
chungen stattfinden: 

5 fc =/7 0 + 0 1 + ^+...+ t7 i _ 1 
Lim S k =S = U 0 + U 1 + U s + U 3 +... in inf. 
so folgt durch Subtraction 

S — S k = Pit + Uk+i + Uk+2 + •••> 
lafst man hier Tc ins Unendliche wachsen, so wird wegen Lim 8 k — S, 

0 = Lim | U k -f- U k + 1 + 0*+2 + • • . j 

d. h. man kann bei einer convergenten Reihe U 0 + U 1 + U i + etc. 
die Summe U k + Ui+i + Ut+s + etc. kleiner als jede angebbare 
Grofse machen, vrenn man nur h hinreichend grofs wahlt. Diese 
einfache Bemerkung lafst sich in unserem Falle auf folgende Weise 
anwenden. 

Aus der gegebenen Doppelreihe 1) bilden wir die Reihe der ab- 
soluten Werthe aller Reihenglieder, namlich 


&) r. 

+ r i 


+ -• 

+ r «- 1 


+ r *M 

+ 

+ r o 


+ r \ 

+ *•* 




+ 

+ *? 

+ >\ 


+ '•* 

+ 




+ <f 

■ [) +rr 


■V- 

+cr 


• • • * 

- 1 ) . r (*-' 



+ r™ 




+ r W 

“'«+i 

+ 

+ ' 

. 

• ■ » 

. 

• 0 fl 

. 

• m • • 



Setzen mr voraus, dafs die einfache Reihe der Horizontalcolonnen, 
also die Reihe 
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6 ) 'o+J*, +»■,+... 

+ r\ + r\ + r\ + ... 

+ r o + r i + r » + ••• 

+ 

convergire, so kann nach dem ebenerwahnten Satze die Summe 

7) rm + rr , + »T , + ..- 

■+■ 

bei wachsenden m kleiner als jede angebbare Zahl gemacht werden, 
und wenn wir also mit e eine willkiirlicbe Grofse bezeichnen, so 
kann die vorstebende Summe nnter ^ s verringert werden. Da ferner 
jedes einzelne Glied in No. 6) nach der gemachten Yoraussetznng 
selbst eine convergente Reihe bilden mufs, so kann auch jede der 
Summen 


f r « 

+ r n+i 


+ • 

k 

+ *M . 


+ • 

r 

+*z* 


+ • 

k- 

I )_)_ J® -1 ) 

I 7 n+i 

• • • 

i 

i ' n+ a 

+. 


far sich betrachtet, unter jede beliebige Grofse herabgebracht wer- 
den, wenn man n hinreichend wachsen Mst; demnach l&fst sich jede 

solche Summe kleiner als J- e machen und mithin konnen die in 


No. 8) verzeichneten Glieder zusammen kleiner als m . 


1 1 


2m £ 2 £ 


werden. Fugen wir zu den in No. 8) enthaltenen Gliedem noch die 
in No. 7) stehenden hinzu, so folgt nunmehr, dafs die GrSfsen : 


r n 

+ r B+l 

+ • • • 

* 


+ • • • 

rl 

+ »•« 

+ ••• 

k 1 

- 1 ) , r (”- 
“ 7 «+i 

’> +... 


r « +rf> +r?> + 


zusammen genommen kleiner als die willkurliche Grofse e gemacht 
werden konnen. Das Aggregat der in No. 9) verzeichneten Glieder 
darf nun jedenfalls fiir eine Doppelreihe gelten, von welcher eine end- 
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liche Gliederanzahl = 0 und mithin ausgefallen ist; diese Doppel- 
reilie mufs nothwendig convergiren, weil ihre Summe erstlich we- 
niger als e betragt und ".veil sie zweitens niclit eine unbestimmte 
zwischen endliclien Grenzen hin- und herschwankende GrOfse (wie 
sin oo) sein kann, da sie sick im Gegentkeile beliebig klein mackeu 
lafst. Fflgen wir nun zu der unendlicken Doppelreihe 9) die endlicke 
Doppelreihe 


r o 

4-r, 


+ • 

• - *4" r «— i 

+ ,,I o 

+ r\ 

+ r\ 

4” • 


+«* 



+ • 

4- r 1 

• • i ' n— i 


+ rr ” + ->■ wr"+ ■■■ + Y-T’ 

hinzu, so entstebt die Doppelreihe 5), welche nunmehr ebenfalls con- 
vergiren mufs. Unter Riicksicht auf das in No. I bewiesene Theorem 
ergiebt sich jetzt der folgende wichtige Satz*): 

Wenn die absoluten Werthe der Glieder einer un- 
endlichen Doppelreihe, in Horizontalcolonnen grup- 
pirt, convergente Reihen bilden und wenn zweitens 
die aus den einzelnen Horizontalcolonnen gebildete 
einfache Reihe wiederum convergirt, soistauchdie 
Doppelreihe convergent und es bleibt dann gleich- 
giiltig, ob man die Glieder in horizontaler oder ver- 
ticaler Richtung vereinigt. 

Dafe dieses Theorem sogleich zu gelten aufhort, wenn die absoluten 
Werthe der einzelnen Glieder nicht mehr convergente Reihen liefem, 
wollen wir an einigen lehrreichen Beispielen nachweisen. 
a. Die Doppelreihe sei 




+ 


Die Summe der ersten Horizontalreihe ist hier, weil sich je zwei 
Glieder aufheben und zugleich eine unendliche Abnahme der Glieder 
stattfindet: 


Cauchy, (tours cC analyte alyebr. p 53?. 
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K*-9- 

Die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiclie Weise 

iM)' 

die Summe der dritten Horizontalreihe 

iO-s)* 

u. s. w. Vereinigt man diese Summen wiederum, so ergiebt sich 

*[i + 6) ,+ G) ,+ "-] 




- + r 


Nehmen wir dagegen die Glieder der Doppelreihe erst in Vertical- 
colonnen zusammen, so ist die erste derartige Colonne 

£+G)’+G)‘+-H 

die Summe der zweiten Colonne 

-Ci+(!)’+(!)'+--]— f 

2 

Die Summe der nachsten Colonne ist + g, die der folgenden 

-j[!+(!)‘+(!)‘+-]=-! 

u. s. f. Durch Yereinigung dieser Verticalreihen ergiebt sieh 

1 2,2 3,3 4,4 

2 8~^3 4 4 5“^5 

und diefs ist keine convergente Eeihe mehr, da sie keine bestimmte 
Summe hat; h5rt man namlich mit einem positiven Gliede auf, so 
ist fur ein positives ganzes k 

S$k—i = g und Lim Sgt-x = — f 


schliefst man dagegen mit einem negativen Gliede, so ist 
. 1 k ... 1 1 

5s *"- 4== 2~F+T’ Lim Sat -* = 2 — 1== — 2 
und die Reihe gehort demnach in die Kategorie der Beihen wie 
1 — 1 + 1 — 1 + etc., weil sie dieser immer ahnlicher wird, je 
weiter man geht. Das anscheinend befremdliche Eesultat, dafs die 
Doppelreihe 10) bei der einen Anordnung convergent, bei der ande- 

ScMCmilch alge'br. Analysis. 6. Aufl. 20 
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ren divergent ist, erklart sich sehr einfach, 'svenn man die Doppel- 
reihe erst als endliche ansieht und ihre Somme aufsucht. SchlieTsen 

mr die erste Horizontalreihe mit dem Gliede — - (l — -1 ab, so 

n V. nj 

ist ihre Somme 

H-0-H-0 

die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiche "Weise 

indem man so fortgeht, ist die Summe der witen Horizontalreihe 

K-0‘-K— 0“ 

Doreh Yereinigung dieser m endlichen Horizontalreihen ergiebt sich 


+ 




0 


+ 


+ • 


Oder 


,0 


(-9 

9-(*-r .(■ 


• + 
+ 


(-01 

(-01 




-(-0 


-(—a 


\ m+1 ( 


l\ m+l 

) -( 

— s) + ( 

— j) 


ond diefs ist die Summe der endlichen Doppelreihe. Urn hieraus die 
Summe der unendlichen Doppelreihe abzuleiten, mufs man m und n 
gleichzeitig ins Unendliche wachsen lassen ond diefs giebt: 


- — 1 -j- Lint Lira 


Hier ist aber der Grenzwerth von 


K-0' 

(- 0 ’ 


fiir gleichzeitig un- 


endlich werdende n und m eine vollig unbestimmte GrSfse; lafst man 
erst » bei constanten m zonehmen, so ist 

. m+i 


Lim 


0-9 — — 


also wenn nachher m unendlich wird 

f iy 
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L&fst man dagegen zuerst m bei unveranderten n wachsen, so wird 

( l\ m+l 

= 0 , 

mithin 

f i\ m+I 

Lim Lim 11 — - I = 0 . 

Man kann ebenso leicbt jeden anderen Grenzwerth erhalten; setzt 
man z. B. m +■ 1 = kn, wo k eine unveranderliche ganze positive 
Zahl bedeutet, so wachst m mit n gleicbzeitig und es ist jetzt 

1 — - J = Lim l 1 — - J = e“ fc . 

Die in No. 10) verzeichnete unendliche Doppekeihe hat demnach keine 
besthnmte Summe und ist folglich divergent, obgleich die einzelnen 
Horizontalcolonnen selbst convergken und auch die Reihe ihrer Sum- 
men convergent ist;' dagegen warden die absoluten Werthe der Rei- 
henglieder nicht mebr convergente Reihen liefern, und ebendefskalb 
besteht das vorhin ausgesprochene Theorem nicht mebr. 

b. Wie man leicht findet, bleibt der absolute Werth von 
2a: (1 — x) so lange ein echter Bruch, als x zwischen — i(V3 — 1) 
und + KV3 -f- 1) enthalten ist; es gilt daher die Reihenentwicke- 
lung 

W 1— — arj 1=1 j )+ 4j8 ( 1 * — ^-H 8 ^ 3 (*— *) 8 +-- 

— 0,366 . • • x ^ -f* 1,366 . • • 

Andererseits hat man folgende identische Gleichung 

1 — 2*(1 _ a-) ^ ^ + 2ar + i _|_ 4**’ 

und hier l&fst sich der rechts vorkommende Bruch wieder in eine 
Reihe verwandeln, wenn < 1 ist, d. h. wenn x zwischen — fyf 
und |V2 liegt; nach Multiplication mit 1 2a; -1- 2a: 9 ergiebt 

sich 


1 1 — 2ar(l — x) 

= 1 2* 2** — 4® 4 * — 8x s — 8*® 16x 8 + 82*® +• 82a: 10 + • . • 

— 0,707 . . . x C + 0,707 . . . 

Als gemeinschaftliche Quelle der Reihen in 11) und 12) kann man 

nun folgende Doppekeihe ansehen 


10 * 
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1 _j_ 2x — 2x * 

+ 4i 3 — 8a: 8 4a: 4, 

+ 8a: 8 — 24a: 4 + 24x 6 — 8.** 

4- 16a; 4 — 64 j b + 96a? 8 — . . . 
-J- 32ar s — 160a: 8 -f- . . . 
"4“ 64a; 8 — • * • 


und in der That entsteht hieraus die Reihe in 11), wenn man zuerst 
die Horizontalzeilen zusammenrechnet, dagegen die Reihe 12) durch 
Vereinigung der in Verticalcolonnen stehenden Snmmanden. Unter 
welchen Bmstanden die eine oder andere Anordnung zu convergiren- 
den einfachen Eeihen fiihrt, lafst sich hier im voraus beurtheilen, 
weil man die Convergenzbedingungen der Eeihen 11) und 12) bereits 
kennt. Sind namlich die beiden Ungleichungen 

— 0,366 . . . < X < 4- 1,866 . . . 

— 0,707 . . . < x < + 0,707 . . . 
gleichzeitig erfallt, was im FaJle 

13) — 0,366 . . . < J5 < 4- 0,707 . . . 

eintritt, so liefera beide Anordnungen convergirende Eeihen; genfigt 
x der ersten, aber iiicht der zweiten Bedingung, wozu gehort 

4- 0,707 . . . <* <4- 1,366 

so convergirt nur die Reihe ans erster Anordnung; ist die zweite, 
aber nicht die erste Ungleichung erfallt, d. h. 

— 0,707 . . . < X — 0,866 . . . 

so convergirt auch nur die Reihe aus zweiter Anordnung; wenn 
endlich x keine der obigen Bedingnngen erfallt, was der Fall ist fur 
a?< — 0,707 ... und fQr x >1,866 ..., 
so convergirt keine der beiden Reihen. — Das allgemeine Crite- 
rium auf S. 144 sagt nun, dafs die doppelte Anordnung erlaubt ist, 
wenn alle Glieder, positiv genommen, nach der ersten Anordnung 
eine convergirende Eeihe liefern, d. h. im vorliegenden Falle, wenn 
die Eeihe 

1 4- 2a: (1 4- x) 4- 4x* (1 4- a;) 8 4- 8x s (1 4- a;) 8 4 - . . . 
bei positiven x convergirt; hierzu geh&rt £ < £ (V3 — 1), also, falls 
auch negative x zugelassen werden, 

— 0,866 . . . <x<4- 0,366 . . . 

Das Intervall fur x ist hier etwas enger als in No. 13), wie diefs 
bfter vorkommt, wenn allgemeine Satze auf einen speciellen Fall an- 
gewendet werden. 
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III. Es seien P und Q die Summen der beiden convergenten 
Eeiben 

v O + ®1 + ®i + ®8 + • • • 

von ■welchen wir voraussetzen, dafs sie auch dann nodi convergiren, 
wenn man die einzelnen Glieder auf ihre absoluten Werthe redudrt; 
bildet man die Doppelreihe 

Vo + Vo + Vo + Vo +••• 

+ Vi + Vi + u a v i + ••• 

+ “o v 2 + u i v a + ••• 

+ Vs +••• 

so ist jede der hier vorkommenden Horizontalreihen convergent, und 
zwar bat die erste v 0 P, die zweite t> x P, die dritte v a P etc. zur 
Summe; femer convergirt auch die Eeihe dieser Summen, denn 
v 0 P v r P -f- v a P + v t P + . . . 

ist das Product aus P und der als convergent vorausgesetzten Summe. 
Nach dem Theoreme in II convergirt nunmehr aucb die obige Dop- 
pdreihe und darf in Verticalcolonnen geordnet werden, d. b. die neue 
Eeihe 

Vo 

+ ¥o + Vi 

+ V»0 + Vl + “o»S 
+ • • • 

convergirt unter den gemacbten Voraussetzungen und bat PQ zur 
Summe. Es fOhrt so die Betracbtung der Doppelreihen auf das Theo- 
rem in §. S3, II zuriick. 


Gapitel VI 

Der binomisehe Satz. 

§. 35. 

Der binomische Satz ffrr gauze positive Exponenten. 

Bereits in den Elementen der Buchstabenrecbnung begegnet man 
der Aufgabe, die verscbiedenen ganzen positiven Potenzen einer zwei- 
theiligen Grbfse durcb Potenzen ibrer einzelnen Bestandtbeile auszu- 
drucken; mittelst gewobnlicber Multiplication erbslt man auch fttr die 
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einfacheren Falle leicht die Auflosung jenes Problemes, welche in fol- 
genden Gleichungen ausgesprochen ist: 

(a + b)* =a* +2ub 
( a + i)» = + 3« 3 i -f- S ab* + b 8 , 

(a + by = « 4 -)- 4« 3 5 -f" 6 a s b s + 4aS 3 4- 
u. s. w. 

Daran knflpft sich die weitere Frage, ob die allgemeine Potenz 
(a + &)**, worn /t eine beliebige reelle Zahl bedeuten m5ge, auf &hn- 
liehe Weise entwickelt werden kann und nacb welchem Gesetze die 
einzelnen Glieder der etwaigen endlichen oder unendlichen Beibe ge- 
bildet sind. Mit dieser Untersuchuag beschaftigen wir uns im Fol- 
genden. 

Um zunachst den einfachsten Fall zu erledigen, betracbten ■wir 
die Potenz (1 -f- a-)®, worin x eine beliebige Variable, dagegen m 
eine ganze und positive Zahl sein moge. Aus dem Grange der Mul- 
tiplicationen, die zur Entwickelung von (14-#)*, (1 + *) 8 u. s. w. 
dienen, ersieht man ohne Muhe, dafs die wirkliche AusfQhrung der 
m Multiplicationen, welche durch das Zeichen (1 + #) m angedeutet 
werden, eine endliche Keihe liefem mufs, die mit 1 anfangt und alle 
die Potenzen x, x i , x 8 , ... x m enthalt. Denkt man sich diese Eeihe 
nach steigenden Potenzen von x geordnet, so gelangt man zu einem 
Besultate von der Form 

2) (l + *)” = i + C\x + C, x* + C 3 x 8 + . . . + C m x n , 
worin C 15 C 2 , C 3 , . . . C m gewisse, vor der Hand unbekannte Zah- 
lencoefficienten bedeuten. Die Bestimmung derselben kann auf ver- 
schiedene Weise erfolgen, entweder durch combinatorische Betrach- 
tungen oder rein analytisch auf folgendem Wege. 

Entsprechend der Gleichung 1) ist, wenn wir x um eine belie- 
bige Grofse q wachsen lassen, 

(1 + ® + ?)"■ — 1 4 - C^x + q) 4 - C 3 (x + Q y + C s (x 4 - g) 8 + . . . 

•• • + #)“» 

wir subtrahiren hiervon die Gleichung 1) und geben der Differenz 
die Form 

( l +*)*[( 1 + TT ^)’- 1 ] 

+ + • • • + [(i + 1)“— i]- 

Zur Abkfirzung setzen wir 
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und dividiren beide Seiten der vorigen Gleichung mit g, wobei wir 
linker Hand q durch das gleichgeltende (1 +x)6, rechter Rand q 
durch das ebenfalls gleichgeltende xs ersetzen; diefs giebt 
(1 g) m — l 


= , Ci (X+ihzi + <7i (l + Oi; 


( 1 +*)— > 


+ " « 




Lassen wir die willktirliche Grofse g gegen die Null convergiren, so 
haben auch 6 und s die Null zur gemeinschaftlichen Grenze; fer- 
ner ist 


Lim 


(1 +d) m — 1 


.m. 


Lim 


(1 4-c) fr — 1 


■k, 


mithin geht die vorige Gleichung in die folgende iiber 
;/i (1 + a:) ro— 1 =C 1 + C 2 2x -f- C s Sx s C a 4x 3 . .-1- C m rnx m ~ '. 

Durch Multiplication mit 1 -J- x wird hieraus 

2) ro(l+-:r)“ 

= lC 1 -(-(2C , s -f- 1 Cj)j; + (3C s 4-2C 4 )ar s + (4C 4 +3C s )a? s 
andererseits ist nach No. 1) und durch Multiplication mit m 

3) m(l + x) m 

= m + mC^x -f- mC t x a -j- mC a x s -f- mC^x* + . . . 

Die linken Seiten der Gleichungen 2) und 3) sind identisch, mithin 
miissen es auch die recbten Seiten sein; hierzu gehQrt nach §.31, 
dafs gleiche Potenzen von x gleiche Coefficienten besitzen, dafs also 
folgende Gleichungen stattfinden: 

16^ ™ 77i j 2 C a -j- 1 C a ~~ in C i , SCj “I - 2 — — mC a , ... 

hieraus ergeben sich der Reihe nach die Werthe der unbekannten 
Coefficienten G lt G s , G a etc., n&mlich 


C '~T’ 


„ 771 1 

C i-5 T 


m ■ 


c 4 = c 8 


m - 


5 — 1 


m — 1 m — 2 


m — 1 m — 2 m — 8 


8 


u. s. w. 

Das Gesetz, nach welchem diese Coefficientenwerthe fortschreiten, ist 
leicht zu ubersehen und spricht sich in folgender Formel aus 
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fi "'V' 1 — 1) ( m — 2) ■ ■ . (jn [A* 1]) _ 

4) Ck ~ 1.2.3 . . .k 

durch Substitution der Coefficienteirwerthe in No. 1) wird endlich 

m . m(m — 1) „ , m(m — 1) (m — 2) 


5) (l + ^=l + '^ + - ” 7 g 1 -^ 3 


1.2.3 


ar® -j- . . . 


Setzt man x = - und multiplicirt beiderseits mit a m , so entsteht 
die Formel 


6) (a -+• b) n mm a m + ^ a"- 1 b + - ^ a”-* b» 

1 1.2 

.c- 1) (—>) ._ 

1 1.2.3 1 

diese entbalt die allgemeine Regel, wonacb jede zweitheilige Grftfee 
o + 6 auf die m te Potenz erboben werden kann, vorausgesetzt, dafs 
m eine ganze positive Zabl ist. Die Gleichung 6) heifst daher der 
binomische Satz for ganze positive Exponenten. 

Die hierin vorkommenden Coefficienten, welcbe anfangs proviso- 
risch mit G x , (7 a , C a , etc. bezeichnet wurden, nennt man Binomial- 
coefficienten und bezeichnet sie am zweckmafsigsten *) durch 
(m) 2 , (»») s , etc., so dafs 

71 ( m ) u = 1) (W — 2) . . . (jn [A — 1]) 

’ K Jk 1 . 2 . 3 ... it 

ist ; statt der Formel 6) lafst sich dann kiirzer schreiben 
8 ) [a + b) m = + (m) ia m ~'b + (r, t ) 2 a m ~*b* + 

wobei der Symmetrie wegen (m) 0 fiir 1 gesetzt wurde. 

Mittelst der Formeln 7) und 8) kann man nicht nur die ganze 
Entwickelung yon (a -f- l) m ausfiihren, sondern auch jeden einzelnen 
Bestandtbeil derselben, unabkangig von alien ttbrigen angeben. Wird 
z. B. verlangt, aus der Entwickelung von (a -f- b) 1 8 denjenigen Sum- 
manden herauszuheben, worin b b vorkommt, so hat man fiir diesen: 

(13) 6 a®*® = ‘ 11 - *° ‘ l « 8 6 s — 1287 a 8 6 8 . 

Da es nicht selten bequem ist, eine Tabelle der Binomialcoeffi- 
cienten zur Hand zu haben, so wollen wir noch zeigen, wie eine sol- 
che leicht aufgestellt werden kann. Aus der Grleichung 

(l-f-jr) m =(w ) 0 + (»)i* + (»)*** +(w ) s * 8 + — 


*) Die frtihere, sehr schwerfallige Bezeichnung war ; spfiter schrieb man , wie 
auch hie und da noch jetzt, das letztere Zeichen wird aber unbequem, sobald 

w/i eiu Bruch ist, was bei dezn nachhengen allgemeinen binomischen Satze vorkommen 
kann, 



153 


Cap. YI. Der 1)111010180116 Satz. 

folgt durch Multiplication mit l-\-x 

(1 + x) m+1 

= Ho 4- [Ho 4- Hi]* 4- [Hi + Ha]* 2 4- [Ms +M 8 ]* s 4- • • • ,- 
andererseits ist auch, wenn man in der vorhergehenden Gleichung 
wi-f-1 fiir m setzt 

(1 + ar)" ,+1 

=( w 4- i)o 4- ( m + + 4- !)***+ (« -{- i) # x® + ■ • • • » 

folglich hat man durch Vergleichung beider Entwickehmgen von 

(1 a) 01 * 1 

Ho = ( ot 4-i)o» Ho4-Hi==(®4-i)i» Hi4-Hs= ! ( si 4-i)s> 
Ms 4- H s — * ( m + i)s u. s. w. 

Die erste dieser Gleichungen sagt nichts Neues, dagegen liegt in den 
iibrigen, welche allgemein durch 
9) (m)k-i 4- H* = (« + life 

ausgedriickt werden konnen , der Satz, dafs die Summe zweier be- 
nachbarten Binomialcoefficienten ivieder einen Binomialcoefficienten 
giebt, welcher zum nachst hoheren Exponenten gehort. Von den Wer- 
then (1) 0 = 1 und (l)j =1 ausgehend, bildet man hiemach leicht 
durch blofse Addition von je zwei in einer Horizontalreihe stehenden 
Zahlen die folgende Tabelle der Binomialcoefficienten: 



XL. s. w. 

Noch erwahnen vrir einige Eigenschaften der Binomialcoefficienten. 
Setzt man in der Formel 8) einmal a = l , b — z, das andere 
Mai a — z und 5 = 1, so erhalt man in beiden Fallen linker Hand 
dasselbe, folglich miissen auch die rechten Seiten gleich sein, d. h. 
Ho 4- Hi * 4- Ms** 4- • • • 4- Hm- a * m- * + 4- H»*“ 

=Ho*“ 4- Mi 8 ”""' 4-Hs* m “* • 

• • * 4- 4- M«-i* 4- M»- 

Die Vergleichung der Coefficienten gleichnamiger Potenzen von z giebt 

Ho = H»» Mi — H»-i> Hs = W»-«> • • • • 



Cap. YI. Der binonusche Satz. 


154 

uberhaapt 

10 ) (m) k = ■- 

demnach sind diejenigen Binomialcoeffitienten gleich, welche Ton An- 
fang und Ende gleich weit abstehen. Da in jedem Falle die Anzabl 
der Binomialcoefficienten =»i + 1 ist, so folgt nocb, dais es bei 
geraden m einen mittelsten Binomialcoefficienten giebt, der nnr ein- 
mal vorkommt, w&hrend bei ungeraden m jeder Coefficient zweimal 
vorbanden ist. 

Die Gleichung 5) liefert fur x = + 1 

11) 2 m = («) 0 + («)j + {m) t + 
dagegen ffir x = — 1 

12) 0 = ( m) 0 -(«)! + (»»)» - (»)j H >' 

aucb diese Relationen sind leiclit in Worte zu fassen und mittelst 
der aufgestellten Tafel zu yerificiren. 


§. 36. 

Die Convergenz der allgemeinen Binomialreihe. 


Nachdem wir die Entwickelung von (1 + Air den Fall eines 
ganzen und positiven ft erledigt haben, wenden wir uns zu der all- 
gemeineren Frage, ob eine abnliche Entwickelung aucb bei jedem an- 
deren /i moglich ist. Wir betracbten defsbalb die Reihe 

^(fi — l) (ft — 2) i 


1 ) 




1 . 2.3 




und stdlen uns die Aufgabe, ibre Summe zu finden. 

Wenn nun ft keine ganze und positive Zahl ist, so geht die ge- 
nannte Reihe ins Unendliche fort, und von einer Summirung derselben 
kann nicbt eher die Rede sein, als ihre Convergenz aufser Zweifel 
stebt; daber bedarf es erst einer Voruntersuchung iiber die Bedin- 
gungen, unter welchen die Reihe 1) eonvergirt oder divergirt. 

Bezeicbnen wir zur Abkflrzung die Coeffidenten von x, x *, x 3 
etc. wieder mit (ji) 1? (/t) s , (n) s etc., so baben wir bei unendlicb 
wacbsenden n 


Lira 




= him 


ft — ” 

U + 1 


= Lira 




*, 


und nach §.29 eonvergirt oder divergirt die Reihe 1), jenachdem 
der absolute Werth von — x weniger oder mehr als die Einheit be- 
tr&gt. Der Fall x* >1 ist daber sofort auszuschliefsen, und da 
fOr x 3 < 1 die Reihe eonvergirt, so baben wir nur nocb die FSlle 
x=-\-l und x— — 1 zu betrachten. 
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Bei der ersten Voraussetzung x = + 1 unterscbeiden wir die 
Falle eines positiven und eines negativen /.i, wobei miner X der ab- 
solute Werth yon ^ sein moge. Fttr p — + X geht die Reihe in die 
folgende fiber 

und da X keine ganze Zahl ist, so giebt es immer zwei aufeinander 
folgende ganze positive Zahlen Te — 1 und Tc, zwiscben denen X liegt, 
Die vorstebende Reibe lafst sicb nun in die Form bringen 
i , * , W-l) , , 1(1 — 1)-..(1 — [A-!]) 

+ l" t_ 1.2 1.2.8 A 

1(1— 1) . . . (1 — [k — 1]) (A— 1) 

1.2.3 A(A+1) 

1(1— 1). ..(1— [A— 1])(A— A)(A+1— 1) 
+ 1.2.8 A(A+l)(A + 2) 


+ j 1 


— 1 + (i)i + (*)s + + Wit— 1 +■» 

k — A (A — 1) (A — 1+1) 

A + l + (A+l)(A + 2) 

(^_t)(A-l+l)(A-l+2) 1 

(A+l)(A + 2)(A + 8) 


sie zerfallt demnacb in zwei Tbeile, von denen der erste eine end- 
licbe Reibe von Jc Gliedem bildet, wfihrend der zweite eine unend- 
licbe Reibe mit altemirenden Yorzeichen entbalt. Die letztere Reibe 


convergirt unbedingt, wenn die Reibe ihrer absoluten Wertbe 
A — 1 (A — 1) (A — 1+ 1) (A— 1)(A-1+1)(A— 1+2) 

1 ' A+ 1 ' (A+ 1) (A + 2) T (A+l)(A+2)(A+8) 

convergirt; diefs ist aber nacb §. 27 der Fall, mithin findet die Con- 
vergenz der Reibe 2) ffir jedes endliche X statt. 

Wenn zweitens (unter der Voraussetzung a?= + l) fi= — X 
ist, so wird die Reibe 1) zur folgenden 

, l , l(l + l) 1(1+1) (1 + 2) , 

3 ' 1 1 ' 1.2 1.2.3 ■*" ’ 


welche nur ffir X <1 convergiren kann, weil ffir 1=1 die Glieder 
einander gleicb werden und ffir 1>1 eine steigende Reibe bilden. 
1st nun 1<1, so bat man 


l> 


X -|- n 

«+T’ 


daber 


1(1 + 1) ...(! + *— l)_l(l + l)...(A + *—l)(l+») 

1.2...B ^ 1 . 2 .... »(»+!) ’ 
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mithin betragt jedes Reihenglied mehr als das darauf folgende; zur 
Convergenz gehort aber noch, dafs far n—oo 

L . m ty± D(i + 2)...(i + s-i) _ 0 
1.2.3 n 

sel In der That ist diefs nach §. 23 Formel 2) der Fall, wenn X 
weniger als die Einheit betragt ; hieraus folgt, dafs die Reihe 3) for 
A<1 convergirt 

Auch im zweiten Hauptfalle $=— 1 unterseheiden wir, ob 
positiv oder negativ ist. Far y = -{-X haben wir die Reihe 
^ _ 1 l(l-i) (i-2) , 

' 1 + 1 . 2 1 . 2.3 

welche sieh miter der Voraussetzung, dafs 1 zwischen Jc — 1 und Je 
liegt, auf dieselbe Weise wie die Reihe 2) zerlegen lafst in 



l-(l)i + (!).- ± Wi-i 

X — X (4 — A) (4 — 1+1) 
k- f-l + (*+l) (4 + 2) 

(4-1) (4-1 + 1) (4-1 + 2) 
^ (4+1) (4 + 2) (4 + 8) 


Wie sehon bei Gelegenheit des Falles «= + 1, y = — X gezeigt 
worden ist, convergirt die letzte Reihe fur jedes endliche X\ dasselbe 
gilt auch von der Reihe 4). 

Endlich erhalten wir unter der Voraussetzung x— — 1, y=—X 
die Reihe 


XN , , 1 . 1 ( 1 + 1 ) , 1(1 + 1 ) ( 1 + 2 ) 

5) 1 +J+ ~1 1 1 , ~ 2 . 3 + ’ 

und diese divergirt for jedes 0, wie das in §. 27 entwickelte 
Kennzeichen lehrt Durch Zusammenfassung aller bisherigen Ergeb- 
nisse gelangen wir zu folgendem Satze: 

Die unendliche Reihe 

convergirt fiir jedes endliche y, wenn der absolute 
Werth von x weniger als die Einheit betragt; ist 
dagegen a?= + l, so xnufs y zwischen —1 und +oo 
liegen, und ist x=— 1, so mufs y positiv sein, wenn 
die Reihe convergiren soil. 
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§. 37. 

Der allgemelne binomische Satz. 

Unter der Voraussetzung, dafs die vorbin betrachtete Reihe con- 
vergirt, laTst sich deren Summe als eine nocb unbekannte Function 
der Yariabelen fi betracbten und demgemafs mit f(ji) bezeichnen; 
zugleich wollen wir die Abkiirzung 

f„\ _Kf» — 1)0*— *)•••(#»— [*— iJ) 

Wi 1.2.8 .... A 

einfOhren und daher 

1) /( f*) = 0*)o + + ((i) S * 9 + (f*) 3 * s + 

setzen. Ftir ein ganzes und positives ft kennen -wir bereits die Summe 
der Reibe, namlich — es fragt sich daher, ob man 

den Fall eines gebrocbenen Oder negativen n auf den yorigen Fall 
zuruckfQhren kann. Hierzu dienen folgende Betracbtungen. 

Entsprecbend der Gleichung 1) ist, wenn wir fur /x das eine Mai 
a, das andere Mai § setzen, 

/(«) = («) 0 + («) x x + (a) a x s + («)„** + , 

m — tf) 0 + 0 s ) i* ■ + os)*** + (i 3 )** 8 + >• 

vorausgesetzt, dafs beide Reiben unbedingt convergiren, darfen wir 
auf gewohnliche Weise multipliciren und erhalten dadurcb ein Re- 
sultat yon der Form 

2) /(«) • f(P) = c 0 -1- c t x + c a x 1 + e s x s 4- 

worin die neuen Coeffidenten c 0 , c 1 , c 3 etc. durch folgende Glei- 
cbungen bestimmt sind 

c o ~ (®)o(P)o» 

c i + 

^ = («) 0 tf>. + («)#! + («)*(|8)o. 


d. i. allgemein 

3) = WotfL + * + (“)*(£)»-, + •••• 

.... 4 - (,a) n .. t (P) s + ( a ) n -i(P)l + 

und ebenso 

4) c» +1 — + («)•(*>—. + • • • • 

■ • - • + («)»-, (0V+ («)»(0)i 

Um c„ kiirzer ausdrdcken zu kOnnen, stellen wir folgende identische 
Gleicbungen auf 
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« + ft — » _ 

s + l 
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« , ft— « 

S + l " r S + l ’ 

« 1 , ft (« 1) 

B + l S + l ’ 

« — 3 , ft— ( a ~ 2 ) 

B+l " 1 ” S + l ’ 


a — (72 — 2) 

n+i 

a — (s— 1) 


s+l 
a — n 

s+T 


+ 

+ 


ft — 3 

B+l 

ft— 1 

fl + 1 

ft 

s+l 


Hermit multiplidren wir die Gleichung 3) und benutzen reehter Hand 
bei der Multiplication des ersten Summanden die erste Form, beim 
zweiten die zweite Form u. s. w.; diefs giebt 


4~ 


a ■ 


n + 
a 


f («)i(ft), 


n — i + -TTT" 


72 + 1 

+ <«>.».-. + w.m-. 

+ 

+ ~~ ~ ^ 7 ~ 1} («)^x(ft)l + (“)-x(ft)l 


B *+ 1 


+ 


rpr <«)•<»•■ 

Zufolge der Definition von (jt)i ist 

ft £ 


72 + 1 


72+1 
(«).(ft)o- 


00* = 00*+i Oder (p — k) 00* = (A + l) 00*+i ; 


diese Formel kann man auf jeden einzdnen der vorigen Summanden 
anwenden und zwar in der ersten Verticalreihe fttr fi — a , >4 = 0, 
1, 2, in der zweiten Reihe fttr n—P, Jc=n, n — 1, ...1, 0; 
man erbslt 
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+ Ws(fin- S + W,^, 

+ 

+ («W». + ^ («).(»! 

und durdi Zusammenfassung. der in diagonaler Richtung yorkommen- 
den gleichartigen Smnmanden 

a + P — n 

72+1 * 

= + Wi(W. + («)*(«_ + •••• + («).(«» + <«WWa* 

Die reehte Seite ist nach Formel 4) identisch mit c a+l , und daher 
bei umgekehrter Anordnung 

a + B — 72 

c «+i — c « — ", ■ ; — 

Man kennt unmittelbar den Anfangscoefficienten c 0 = (a) 0 (@) 0 — 1, 
mitbin lafst sich die vorstebende Grleicbnng benntzen, urn. der Reihe 
nacb c v c 2 , c s , etc. zu bestimmen, indem man successivw— 0, 1, 2 
etc. setzt; diefs giebt 

c — o fL±J_5L±J 

1—0 11’ 

„ “ + £ — 1 _ 0* + ft) ( tt + ft — jj 

2—1 2 1.2 

. .. « + (S— 2 _ (« + ft)(« + ft— l)(« + ft — 2) 

c 8 — c a 3 1.2.3 

u. s. w. 

Nacb Substitution der Coefficientenwerthe nimmt die Gleichung 2) 
folgende Form an 

m-m 

. , « + ft. , (q + ft)(* + ft-i) 8 

— 1 +— j *h * 

, ( a + ft ( a 4- ft — 1) ( a 4- ft — 2 ) * . 

H rm * + '-'’ 

die recbte- Seite ist bier nach demselben Gesetze wie die Reihe fdr 
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f(ji) gebildet, wenn man sich a-f-/S an die Stelle yon / u gesetzt 
denkt, mithin ist 

5) /(«) •/(«=/(« + ft- 

Bevor wir zeigen, wie sich aus dieser Eigenschaft der Function 
f die Form der letzteren bestimmen lafst, wollen wir erst die Frage 
nach der Continuitat der gesuchten Reihensumme discutiren. Da die 
Suxnme jeder Potenzenreihe innerhalb der Grenzen der Convergenz 
eine stetige Function derjenigen Yariabelen darstellt, nach deren Po- 
tenzen die Beihe fortschreitet, so ist die Summe der Reihe 


l 




*) x . 

1 . 2 


f*G*— 1)0» — 2) 

1 . 2.3 * + 


eine stetige Function von x, solange die Convergenz der Reihe statt- 
findet, also z. B. fur jedes ft , wenn x zwischen — 1 und 4- 1 liegt. 
Um zweitens zu entscheiden, ob die genannte Summe auch eine con- 
tdnuirliche Function von /j. bildet, nehmen wir in der Gleichung 5) 
a—fi—e, /5= d 4- « und erhalten 

•/(* + •)-/&» + «), 

oder umgekehrt 

— x + • •• -j 

Die eingeklainmerte Reihe convergirt, wenn 8-\-s und x denselben 
Bedingungen unterworfen werden wie friiher p und x; hieraus folgt, 
indem man 8 und e gleichzeitig der Null immer naher kommen lafst, 

Lim f±±H ! 

/(f 1 — 0 

Femer ist, wie man leicht bemerkt, 

Lim\ IfQi + S)~ Ifb - *)} — 0 , 

die Function IfQu erleidet also nirgends eine Unterbrechung der Con- 
tinuitat, mithin audert sich auch cLh. fifj.) continuirlich , sor 
lange die Reihe convergirt. Diese Satze zusammen fuhren zu dem 
Resultate, dafs die Summe der betrachteten Reihe iimerhalb des 
Convergenzintervalles eine stetige Function von x und /u ist. 

Wir kehren nun zur Gleichung 5) zuriick. Nehmen wir darin 
zuerst a—p=(t, so erhalten wir 

I/O*)]*— 

diese Gleichung multiplidren wir mit f{[x) und wenden rechter Hand 
wieder die Formel 5) fflr a=2[i und p = [i an; diefs giebt 

Ifm* =/(3f*)- 
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Auf gleiche Weiee gelangen wir durch nochmalige Multiplication mit 
f(p) za der Relation 
. [/( fO] 4 

so fortgehend, erhalten wir Gberhaupt fur jedes gauze positive A 

— 

1st nun p ein positiver Bruch worin p und q ganze positive 

Zahlen bedeuten, so konnen wir die willkttrliche ganze positive Zabl 
Tt gleich dem Renner q nehmen und haben dann 

wegen des ganzen positiven p ist der Werth von f(p) bekannt imd 
zwar = (1 + %) p , mithin 

y\ 


— (1 4 *) p Oder /{j-J =(1 + *)*• 

Die Frage, welcher von den moglichen verschiedenen Werthen des Aus- 
v ? 

drucks (1 -f- x)i = V(1 + x) v hier gelten soli , entscheidet sich 
durch die einfache Bemerkung, dais die Function gemafs ihrer 
in No. 1) gegebenen Definition, fiir x = 0 den Spedalwerth 1 er- 

p 

halten mufs; es ist daher (1 + x)v im absoluten Sinne zu nehmen. 

Da jede rationale positive Zahl X entweder eine ganze Zahl oder 
ein Bruch sein mufs, so lassen sich die beiden Gleichungen 

f(m) = (1 + x) m und = (1 + x)t 

zusammenfassen, indem man sagt: fiir jedes positive und rationale 
X ist 

/(A) = (l+*) 1 . 1 

Um diese G-leichung auf positive Irrationalzahlen auszudefenen, 
gentigt die Bemerkung, dafs man ein irrationales p mit jedeffi Selie- 
bigen Genauigkeitsgrade durch rationale Briiche X (Dechnalbrfichi) 
darstellen, d. h. den Unterschied zwischen p und X belidfig^kl^i 
machen kann. Aus No. 5) folgt nun far a — X, ft = p — _X 


14 


i *+ 1.2 * + **: 


oder knrz _ 

wo S die Summe einer convergirenden Reihe, mithin eine endliche 

SchlOmfleh, algebr. Analysis. 6. Aufl. 2 1 
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Grofse bedeutet; da die Differenz ft — X kleiner als jede angebbare 
Zahl gemacht werden kann, so nahert sick A der Greuze ft, der Fac- 
tor 1 (ft — X) 8 der Grenze 1, und die recbte Seite der Grenze . 
(1 + #)**• Man hat daher far jedes positive ft 

6 ) m — (1 + *t- 

Aus der Gleichung 5) folgt endlich far a = ft und /? = — ft 


/(-(*) = 


/( 0) l 

m (i + *r 


= (l+xr*S 


mithin gilt die Formel 6) auch far negative ft. 

Durch Zusammenfassung der bisherigen Resultate gelangen w 
zu folgendem Satze: 

Bei ganzen positiven ft gilt die Formel 
7) (1 + *f 


.1 + ff.- 


ftp* — 1) 
1.2 


X 


, g , !)&>-- 8) 
" r 1.2.3 


+ 


ffix jedes reelle x; ist dagegen ft nicht ganz und po- 
sitiv, so mufs im Allgemeinen x zwischen — 1 und 
4-lliegen. Fflr x = + 1 bleibt die Gleichung nur 
unter der Bedingung — l<jt<-f-oo richtig und im 
Falle x= — 1 darf ft nur positive Werthe erhalten. 


Des spateren Gebrauchs wegen erw&hnen -wir einige spedelle 
Falle der Formel 7). Fur ft = — 2 wird 
1 


(! + *)* 


= 1 — 2x + Sx s — 4x® -)-••••» 
— 1<*<+1/ 


fQr> * 


1 1 _ , 1.8 . 1.3.5 , , 

1 2* + 2.4* 2.4.6* + ’ 


— 1<*<+1, ■ 




-- T , , * 1 ar* . 1 . 8 X 8 

- .. i-jf + ITir- 

aus der letzten Gleichung folgt noch durch Anwendung einer bekann- 
ten Formel 
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|/ 1 — yi — = l(y 1 4- J — yt — j.) 

__ar 1.3a:® 1.8. 5 . 7 

“ '2 -t "2.46 ~*~2 .4 . 6 . 8 10 ’ 

— *<[■+• 1. 

1st die /t te Potenz einer zweitheiligen Grbfse zn entwickeln, so 
nenne man a denjenigen Theil, welcher den grofseren absoluten Wertb 

bat, nebme in No. 7) x = - und mnltiplicire beiderseits mit of 1 ; die 

entstehende Formel 

8) ( a -(- bf = a'* + £ aP 1 b + aV—^b 3 

1 1 . 2 

+ — - T T 1 ^" 2 - a,t_3 * 8 +• • •> 

heifst der allgemeine binomische Satz*). 


§. 38. 

Der Rest der Binomialreihe. 


Anwendungen. 


Wie in §. 36 zerlegen wir die binomische Reihe in zwei Theile, 
deren erster aus h Anfangsgliedern bestebt, und deren zweiter alle 
folgenden Glieder enthalt; wir setzen demgem&fs 

1) (1 + *) fl = (fOo + + (fOs** + (f*) s * 8 + 

.... 4~ H- Rkt 

wo Hi der Rest der Reihe ist, n&mlich 

2) 


+ ■ 


Wir nntersuchen nun folgende Falle. 

a. Es sei /j. eine ganze positive Zahl = m. Selbstverst&ndlich 
ist dann k<Cm, und wenn wir gleichzeitig x als positiv voraussetzen, 
so betr&gt die Summe der Reihe 

, ■ « — , (»* — A) [m — k— l)_ s , 

1+ k+l + (A + iMf+T—* + ”-- 

mehr als Null, aber weniger als 


l + -k* + T>* >+ T * x3 


+ • 


*) Die Allgemeingiiltigkeit des binomischen Satzes bat Newton entdeckt (Brief an 
Leibnitz v. 13. Juni 1676); der oben gegebene Beweis rtihrt im Wesentlichen von Euler 
her {Novi Comment . Petroyol T. SIX, p. 103) und ist von Cauchy vervollstSndigt 
worden {Court £ analyte ailghbr. p. 164). 


11 * 
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diese Eeilie bildet cane geometrische Progression, deren letztes Glied 

771— fr 

ist, deren Summe also durcli 



dargestellt wird. 



Der Best Bt liegt demnach zwischen Null und 


(f 



m—k+l 


1 


mx 

T 


oder es ist, wenn p einen nicht n&her bekannten positiven ecbten 
Bruch bedeutet, 

4) R* — *G0»** ^ , 0 < p < 1. 

ulX 

1 F 

Bei negativen x andert sich nur wenig an diesen Schlflssen. Be- 
zeichnen wir namlich den absoluten Werth einer Zahl e mit [*], so 
liegt die Summe der Reihe 8) zwischen 

- 1 1 + \j *] _1 ~ [i*] +••••} 

und 

+ { 1+ [>Mr] +••••}■ 

hieraus ersieht man leicht, dafs Bt unter folgender Form dargestellt 
werden kann 


5) 


25*«=e(fOi** 


1 — 


m — fc+1 

1 — 

~inx~ 

k J 

3 


— !<?< + !. 


Die Formeln 4) und 5) lassen sich zu einer einzigen zusammenziehen, 
welche Sufserlich mit der letzten iibereinstimmt; man hat dabei nur 
zu merken, dafs bei positiven x auch q positiv sein mufs. 


In dem speciellen Falle, wo ---- ein echter Bruch ist, hat man 


1 


l+1 

TJ 


< l; 


durch Multiplication dieses Zahlers mit q entsteht ein kleinerer echter 
Bruch, welcher q heifsen m6ge, und daher wird einfacher 
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Q (OT)jtar 4 


Rk = - 


— 1 ^ Q ^ 1 » 0 ^ mx k. 

Auch hier entspricht einem positiven x ein positives q. 

Als Beispiel diene die Aufgabe, in Ermangelung grofserer loga- 
rithmisciier Tafeln den Werth von 


(1,00000 00007)1 °°o ooo 

anf 10 Dedmalstellen genau zu berechnen. Hier ist 


X 


7 

lOio' 


m= 10 «, 



1, 


R 1 =q . 0,0007 . . . , R a = q . 0,00000 0245 . . ., 

R 3 = q . 0,00000 00000 57 . . . 
woraus man ersieht, dafs fiir die verlangte Genauigkeit Jc mindestens 
= B genommen werden mufs; diefs giebt 

(1, 00000 00007) 1 0 o o o 0 o _ 1} 00070 024505 


b. Es sei zweitens (i eine positive aber keine ganze Zahl; die 
binomische Reihe geht dann in’s Unendlicbe fort und convergirt unter 
der Bedingung — 1 ^ Dasselbe gilt von der Reihe in 

No. 2); wir nehmen dann die wfllkOrliche ganze positive Zahl ky- (i 
und unterscheiden die Falle eines positiven und eines negativen x 
namlich x — -\-% und x — — £. Im ersten Falle wird die erwShnte 
Reihe 


Ti 1 — *~ fl t 4- (* — — f*+l) ta 

} A+l 5 "^ (A + l)(A + 9) 5 

und im zweiten Falle 


8 ) 


* — p /. ( A ~ f0(* — ft+i) 
k + 1 5 (A + 1) (A + 2) 




Da die Factoren 


k — ft k — ft + l k — ft-J-2 

F+P A + 2 “A + 8 ' 
positive echteBrtiche sind und | unter der Yoraussetzung — 1 <.x<£-\- 1 
gle ichfalls ein positiver echter Bruch ist, so betr&gt in den Reihen 7) 
und 8) jedes Glied mehr als das folgende; die Summe der Reihe 7) 


liegt daher zwischen 1 und 1 


ft — ft 
ft -f- 1 


§ und ist folglich positiv; ebenso 


erhellt unmittelbar, dafs die Summe der Reihe 8) positiv sein mufs. 
Femer betragt die Summe der ersten Reihe weniger als die der zwei- 
ten und die letztere ist wiederum kleiner als 
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l + i+£ 2 + ! 3 + 

Denkt man sich zwischen | und 1 nock einen beliebigen echten Bruch e 
eingeschaltet (|< e < 1) , so ist 

— <— • 

1 — f^l — s’ 

die Summe jeder der Reihen 7) und 8) liegt mm zwischen 0 und 

— , man kann also beide Summen unter der gemeinschaftlichen 
1 — 8 


9 ) 




Form zr ^ — darstellen, wenn man unter g einen nicht naher bestimm- 
1 — e 

baren positiven echten Bruch versteht. Fflr den Rest ergiebt sich 
hiemach die Formel 

_ 

1 — s ’ 

wo [arj den absoluten Werth von x bezeichnet. 

Diese Schlufsweise verliert ihre Anwendbarkeit im Falle £ = + 1 
d. h. fur £ = 1, doch bleibt die anfangliche Bemerkung noch richtig, 
dafs die Summe der Reihe 7) positiv und kleiner als die Summe der 
Reihe 8) ist. Na,ch Formel 3) in §. 23 hat man femer fttr a = k + 1, 
i — k — (x, wobei die Bedingung a — 1 :> 6 :> 0 erfullt ist, 

* — f* , (* — #*) (!’ — f* + 1) , k 

"T“ • ' • "J 


l + : 


A + 1 (A + 1) ( k -{- 2) 
mithin kann man die Summen der Reihen 7) und 8) ffir | = 1 unter 

k 

der gemeinschaftlichen Form g - darstellen; fiir den Rest folgt hieraus 

10) R k — *&» — l)i-i(±l) fc 

k>(i, 0 <(> C 1. 

c. Drittens sei fi negativ = — A; die Reihe in No. 2) wird dann 
bei positiven x zur folgenden 

11 ) 


1 


A+* > , (A + 1) (A 4- 1 + i) fc 2 

\-i (*+!)(* + ») 


dagegen bei negativen x 

12 ) 


1 , *±± g , (* + *) (* + l+l) .. , 

1 "i /, « n S “T" //. i i\ rh I c%\ 5 1 ‘ 


A + 1 {k + 1) ( k -f- 2) 

Da sich der Ausdruck £ far unendlich wachsende k der Grenze £ 

nahert, so kann man, falls £ 1 ist, k so grofs w&hlen, daft 

k 


k ■j' 1 


l<s 
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ist, wo s einen zwischen | and. 1 eingeschalteten echten Bruch be- 
zeichnet. Aus der vorstehenden Ungleichung folgt in der That 


und diese Bedingung lafst sich immer erfttllen. Ist diefs geschehen, 
so hat man um so mehr 


Oder 


mithin 


A + l> 


— « 
T 


* + 2 > 


II — 6 
*— i 


k - }~* 1 -}- 1 
k — | — 2 




k-{-k- J-2 
1+3 ■ <*' 


(*+*)(* + *+!) >, ^ . (* + *) (& + *+!) (* + * + 2) ,, 
(*-+l)(A + 2) 5 ^ ’ (A + !)(*+ 2) (A + 3) 5 ^ 


u. s. w. 

Die Summon der Reihen 11) und 12) sind hiernach positiv und klei- 
ner als 


l + 6-+S*+ S »+ 

1 — £ 


sie kSnnen daher unter der gemeinschaftlichen Form 



darge- 


stellt werden; fttr den Rest ergiebt sich nun 
13) 


w<,<1 * 4 >! Sw ' 0<f<1 - 

Im Falle rr =+ 1 d. h. £ = 1 yerlieren diese Scbliisse ihre An- 
wendbarkeit und sind durch folgende Bemerkungen zu ersetzen. Fflr 
x — + 1 d. h. in No. 11) mufs (nach No. 7) in §. 37 ft > — 1 mit- 
hin l C 1 sein; die Ausdrficke 

A + l A-+A+1 A + l + 2 

*+ l ' *-+-2 * * + s ’ " ' 

sind dann bei jedem Tt echte Brttche, folglich liegt die Summe der 


Reihe 11) far £ = 1 zwischen 1 und 1 


ifc-+A . 


fc-+r 


ist also ein echter 


Bruch q, woraus sich fttr den Rest die Formel 

14) 0<p<l 

ergiebt Fttr x — — 1 darf n ttberhaupt keine negativen Werthe er- 
halten, in der Reihe 12) kann also der Fall | = 1 gar nicht vor- 
kommen. 
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Durch Zusammenfassung der gewonnenen Resultate erhalten wir fol- 
gendes Theorem: 

Wenn ft keine ganze positive Zahl und x zwischen 
— 1 und +• 1 enthalten ist, so gilt fur den Rest der 
Binomialreihe die allgemeine Formel 

15) 

[*]<«<!, 0 < p < 1 ; 

bei positiven fi ist hier k>ft zu nehmen, bei nega- 
tiven ft dagegen 

*— M 

Fhr die Specialf&lle # = + 1 gelten die besonderen 
Formeln 10) und 14). 

Worn x positiv ist, kann der Rest noch einfacher ausgedriickt 
werden. Die Reihen 7) und 10), welche dieser Voraussetzung ent- 
sprechen, haben namlich altemirende Vorzeichen und in jeder ist ir- 
gend ein Reihenglied grSfser als das darauf folgende, wenn in No. 7) 
Tty> ft und in No. 10) 

If — 1 




1-1 


genommen wird. Die Summe der Reihe 7) liegt daher zwischen 
1 und 

sie ist folglich ein positiver echter Bruch, welcher q heifeen m6ge; 
die gleiche Bemerkung gilt fur die Reihe 10) und daher haben wir 
in beiden Fallen die einfache Formel 

Rk = q 0<K1, 

wobei A wie vorhin zu w&hlen ist. Man kann diefs auch so aus- 
drucken: Wenn bei positiven x die Binomialreihe soweit fortgesetzt 
wird, dais sie abnehmende Glieder mit alternirenden Vorzeichen er- 
halt, so betragt der Rest immer einen Bruchtheil desjenigen Reihen- 
gliedes, welches auf das zuletzt genommene folgen wurde. 

d. Mit Beachtung des Restes kann man den binomischen Satz 
zur Ausziehung von Wurzeln beliebig hoher Grade benutzen. Ist 
namlich aus z die Wurzel zu ziehen, so zerlegt man e so in zwei 
Theile a und b, dais a die zunachst an g liegende Zahl bedeutet, 
deren m u Wurzel rational angebbar ist; man hat dann 

ys - vsn - V^+5 - ' * (» ■ + ;)”■ 
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( i\ m 

wo nun 1 l-h-l nach dem binomischen Satze entwickelt warden 
kann. So ist z. B. 


-«u+4 4 


yi29 = V125 + 4 = 5 (l-f — ) 

2 M\ ! 2.5 M\« 

.6 U 25 J ‘3.6.9 VI 25 J 


3125 3 

schreibt man kurz 

s 

yi29 = u 0 -I- a 1 — w s + U a — k 4 + » 

so ist die Rechnung folgende 

16 = 5,05333 33383 


“0 + u i — 5 + 


3 . 100 


2 

4 

32 

6 

125 

1 3 . 1000 

5 

4 

16 

9 

125 

“*“97100 

8 

4 

64 

12 “ 

125 

?/ » 3 . 1000 1 


j =0,00056 88889 (— ) 
5,0527644444 

: 0,00001 01136 (+) 
5,0527745580 

^/ s =0,0000002158 (— ) 


5,0527748422 

U. S. W. 

und wegen der altemirenden Vorzeichen liegt die gesuchte Y;urzel 
inxmer zwischen zwei aufeinander folgenden Werthen. 

§. 39. 

Eigenschaften der Binomialcoefficienten. 

In §. 37 wurde gefunden, dafs die Summe der endlichen Reihe 

(“)o(ftn + (“)l(P)»-i + ( ft )s(0)n -1 + • • • + (°0«-i(P)l + (“)«(£) 0 

durcb 

(«+ft («■ + <?—!)(« + /> — 2). [« — lD 

* 1.2.3 n 

ausgedruckt werden kann, mithin wieder ein Binomialcoefficient ist. 
Diese Fundamentaleigenschaft der Binomialcoefficienten stellen wir in 
der Gleichung dar 

1) («) O 0>. + + («)a(0>_, + ■•• + («),(fto 

— (® + P)n 

und benutzen sie zur Ableitung anderweiter Relationen zwischen Bi- 
nomialcoefficienten 

Analog (m) p bezeichnet den Coefficienten von x p in der 

Entwickelung von (1 -f- und zwar ist 
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OG-OG-O-G-'-*-*) 


\V, 1.2.3 ...p 

Multiplicirt man Zahler und Nenner mit 2 P , so erhalt man leicht 

2^ T— ^ = m ( w — 2) (m — 4) (m — 6) . ■ . (w — 2p 2) 

' W,“ ST 4 . 6 . . . (2/>) 

Von diesen Coefficienten halber Exponenten gelten mehrere brauch- 
bare Relationen, welche auf folgende Weise entsteben. 

a. Sei fi eine ganz beliebige G-rbfse, n eine positive ganze Zail 
and folgende Eeibe 


s) m. (|)_ + «. o ML + «• (V 4 L + • ■ • 

• • • + ( ! — 

mit der Forderung gegeben, ihre Summe aufzufinden. Bezeichnet r 
eine ganze positive Zahl, so ist ein beliebig aus der Reihe heraus- 
gegriffener Summand von der Form 

und die Reihe selbst entstebt dadurcb, dafs man successive r — 0, 
1, 2, 3, . . . n setzt und alle hervorgehenden GrOfsen addirt. Ent- 
wickelt man den Werth jedes Factors, so erhalt man 


-1) (ft — 2) . . . (ft — 2r+l) (ft — 2r) (ft — 2 r — 2) . ..(ft, — 2« + 2) 

1.2. 3... (2 r) ' 2.4. 6...(2»— 2r) 

Im Zahler bilden diejenigen Factoren, in welchen gerade Zahlen sub- 
trahirt werden, n&mlich 

ft, ft — 2, ft — 4, ... ft — 2r + 2 und ft — 2/', ft — 2 r — 4, 
ft — 2n -j- 2, 

eine fortlaufende Reihe und wir konnen daber das Product in folgen- 
der Form schreiben: , 


ft(ft — 2)... (ft — 2»-{-2) (ft— 1) (ft— 8) ... (ft— 2r—{—l) 1 

1.3.5... (2/* — 1) 2.4 .6... (2r) 2 .4. 6...(2n— 2r)' 

Setzt man noch im Zabler und Nenner die Factorenreibe 


(2r -f- 1) (2r — 3) . . . (2» — 3) (2»— 1) 
zu, wodurch siob der Wertb des Bruches nicbt Sndert, so erh&lt man 
im Nenner des ersten Factors die ununterbrochene Reihe der unge- 
raden Zahlen von 1 bis 2n+ 1, xnithin: 
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fi(ft — 2). ..(ft — 2 / 2 + 2 ) (ti — l)(a — 3)...(fi — 2r+l) (2» — 1)(2« — 3)...(2r+l) 
1 . 8 . 6 ... (3a — 1) 2.4.6... (2r) 2 . 4 . 6. . .(2« — 2/*) ‘ 

Der erste dieser Factoren ist von r unabb&ngig; wir setzen daher 
der Kilrze wegen 

^ fi(n — 2) (ft— 4). . . (ft — 2« + 2)_ 

0) 1.8.5... (2// — 1) ~ 

Der zweite Factor ist nichts Anderes als der Binomialcoefficdent 

C " , wie man leicbt durcb Formel 2 ) priift; scbreibt man den 

dritten Factor in der Form 

(2/e — 1) (2a — 1 — 2) ... (2a — 1 — 2a — 2 ? + 2) 
2.4.6... (2a — 2r) 

so erkennt man anch in ihm einen Binomialcoefficienten, namlicb 


9 —I ; es ist also 

6 ; (^L 

Setzt man bier successive r — O, 1 , 2 ,..n und addirt alle ent- 
springenden G-leicbungen, so folgt, dafs die Eeibe 3) gleicb ist der 
nacbstebenden 


+ 


m. mi 


Die eingeklammerte Keihe lafst sicb aber nach Formel 1) summiren, 
= 2 w ~~ setzt; ibre Summe ist (<*+/?)« 


wenn man a ■■ 
oder 


+ 2a — 2\ (ft + 2a — 2) (ft + 2a — 4) ... (ft + 2) ft 


^+ 2 a — 


2 . 4 . 6 ... (2a) 

Setzt man bierzu den Factor K aus 5), so findet man, dafs die 
Eeibe 3) gleicb ist dem Ausdrucke 

ft(ft— 2) (ft — 4).. .(ft — 2a — 2) ft(ft+2)(ft+4)...(ft + 2a— 2) 

1 . 8 . 5 ... (2a — 1) ' 2 . 4 . 6 ... (2a) 

woraus die Gleicbung folgt 

7) M. (I). + W. ( e +) M + «. (+*)._ + ■ • • 

• • • + M.—. ( e — T"*"*), + 

ft»Qt« — 2») (ft» — 4») . . . (ft* — [2a — 2]») 

1 • 2 • 3 • 4 i • * (2n) 
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b. Durcb eine ganz ahnliche Transformation gelangt man zur 
Snmmirang der Beihe 

8) W,^) +«.( E = ? ) +■■■ 

Irgend einer dieser Snmmanden ist 

9) (==?=*),„ 

Kf* — l)...(ft — 2r) (ft — 2 r — l)(ft — 2 r — 3). ..(ft — 2a-(-l) 

1.2.3...(2r+l)‘ 2.4.6... (2» — 2r) 

Im Z&hler bilden diejenigen Factoren, in denen ungerade Zahlen ab- 
gezogen werden, namlich 

ft — 1, ft — 3, . . . ft — 2r+l 

und 

ft — 2 r — 1, ft — 2 r — 8, ... ft — 2a + 1 

eine ununterbrochene Reihenfolge; wir konnen daher die rechte Seite 
der Gleichung 9) in folgende Form bringen : 

ft(ft — l)(ft— 3).„(ft— 2«-f-l) (ft— 2) (ft— 4) ... (ft — 2r) 1 

1.8.5...(2r+l) * 2.4.6... (2r) ' 2 . 4 . 6. . ,(2a— 2/-)' 

Setzt man noeh im Zahler und Nenner die Factorenreihe 
(2 r + 3) (2r + 5) . . . (2n — 1) (2 n + 1) 
zu, so ist der obige Ausdruck gleicb dem folgenden 
ft(ft— IXft— 3)...(ft— 2»+l) (ft— 2)(ft— 4)...(ft— 2r) (2«+l)(2«— l)...(2r+3) 
1 . 3.5 . . .(2a 4-1) * 2.4. 6... (2r) 2.4.6... (2n — 2r) 

in wdchem der erste Factor yon r unabhangig ist und mit K be- 
zeichnet werden mag. Schreibt man die anderen beiden Factoren in 
folgenden Formen: 

(ft — 2) (ft — 2 — 2) ... (ft — 2 — 2r -(- 2) 

2 . 4 . 6 . . . 2r 
und 

(2« + 1) (2» + 1 — 2) . . ■ (2« 4-1 — 2» — 2r+2) 

2.4.6... (2n — 2 r) 

so erkennt man in ihnen die Binomialcoefficienten 
ist 

Setzt man successive r — 0, 1, 2 . . . n und addirt alle so ent- 
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stehenden Glieder, so findet man, dafs die Reihe 8) gleich ist der 
folgenden 


f n — 1 


+ • * • 


woraus man durch Entwickelung des zweiten Factors nnd Substitu- 
tion des Werthes von K fifldet: 

10) w ,(^) <+w ,(^l + ... 

• • • + W-, (t=|±l) t + w ,„ 

_ Kft 8 — l 8 ) (]* — 3») . . . (ft» — [2a - lj») 

1 . 2 . 8 . 4 . . . (2a + 1) 
c. Man bemerkt ebenso leicht, dafs 

«'( e =7= 1 L 

Qt—1) (jt— 3). . . (^— 2a + 1) (fi\ (1n — \ 


©. m 


1 . 3.5... (2a — 1) 
ist, und hieraus findet man, wenn r =» 0, 1, 2, . . . » gesetzt und 
Alles addirt mrd, 


11 ) M.( t T i ). + <ri»( e ir) 

...+«.(*=¥=*) 

d. Aus der Gleichung 

GO* r+ 


+ «. 


•(^L. 


+ ••• 


(^— l8)(^-3»)...(^-[2a-l]») 
0 1 . 2 . 8 . . . (2») 


— 2r — 2 


2 

2) (ft — 4)...(ft— 2») /> 


mm 


1 . 3 . 5...(2«-f- I) 
ergiebt sich endlich nocb far r *= 0, 1 , 2, ...» und Addition aller 
entstebenden Glieder 

12) w, (^),+w. (^L, +«• 






1 . 2 . 3 . . . (2« + 1) 


§. 40. 

Zusammengesetzte binomische Entwickelungen. 

Um eine Anwendung der vorigen Formeln zu zeigen, gehen wir 
von den folgenden Gleicbungen aus, welcbe far jedes endliche s gelten, 
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— Wo (1 + Wi (1 + (1 + s* -f . . . ; 

n/r+7*- 5 f 

=W 0 (1 + »•)*** - Wi (1 + = 2 )^ _1) W 2 (14-- 2 )^ _B) ^ S -• • •; 

die halbe Suxnme derselben ist 

1) *[0/1+5* + zy + (yr+^i — s y»] 

— Wo (1 + - s ) itt + Wa (1 + = s )' iC “ _2) * 2 + Wi (1 + -*) K “~ 4) = 4 + • • • 
und die halbe Differenz 

2) ^[(yrqiT* + s y - (yrqr^ - s y] 

=W t (1+--*)K«— 1) s+W 8 (l+z*)lb-*)z*+(ii) s (l+z*)U/>-5) s » + . . 

Betrachten wir zunachst fi als gauze positive Zahl, so mttssen 
wir gerade und ungerade /< unterscheiden, denn im ersten Falle sind 
l > i(f* 2), *(fi 4), -|{fi 6), . . . 

ganze Zahlen, wahrend gleiehzeitig 

Kf*- 1), iW-3)> — «).-•• 

Bruche sind; im zweiten Falle verhslt sich die Sache umgekehrt. 


a. Aus No. 1) folgt unter Yoraussetzung eines geraden /.t und 
durch Entwickelung der Potenzen von 1 + e s 

i[(VT +^ + *¥ + tyn+ - *y»] 


+ «■ {(V). * + H, “ + (nr 1 ), - 


+ ■ 


+ (f*)* I 

+ Wo | 
+ • * 


■■■) 


•} 


m-+- 


wofiir wir kurz sehreiben 
3) i[(VH+ + *f + (V r+T* - zy] 

*= A q -|— AqS* -|— A^a* A e s 6 — j— .... 

Der Coefficient von s* n ist hier, wie man aus dem Vorigen ersieht, 

^..=w. (f).+w. (*+)._+«. (*+)_ +••• 

Oder nach Formel 7) des vorigen Paragraphen 
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ft*Qt» — fl») Qt» — 4») ■ . . Qt* — [g« ~ 2]») 

** 1 . 2 . 8 . 4 . . . . (2») 

Entwickelt man hiemach A s , A t , A e , etc. und berucksichtigt , dafs 

ist, so erhalt man ans No. 3) die folgende, fOr gerade ft gultige 
Formel: 

4) i[(yr+^ T +«) tt + cyr+s 5 '— ay] 

, f^Lz 2 ») -* I P 8 (M a -2*) fr»-4 2) , 

_t_ 1 . 2 " " r l.S.8.4" _r 1.2. 3. 4. 5. 6 ~ _t ~ 

Bei ungeraden ft geben wir der Gleichung 1) die Form 

i t(Vl + + s )' 1 + (Vi + » a — *)**] 

— | Mo (1 + + (ft) 2 (1 + *4)^-3) ,« + . . . j 

und da hier £(ft — 1), |(f t — 3) etc. ganze positive Zahlen sind, so 
kSxmen wir die Potenzen von 1 + g* wieder in endliche Beihen ver- 
wandeln. Das Resultat ist von der Form 


5) 


MO/i-M 2 + *)* + (V i + — *y»] 


-yi ■+■ ( a o + a 4 s * -f- a*** + . . . . .) 
und darin a 0 = 1 

“ w * (nr). + Wa (V 5 )-, + w ‘ (^L, + • • • 

...+oa.G=?=- l ) i 

oder nacb Formel 11) des vorigen Paragrapben 

_ _ - 0** ~ **> fr 8 -3 *)••,• fr 8 - [a» — 1 ]») 

*“ 1 . 2 . 3 . 4 (2») * ’ 

Gemafs No. 5) haben wir nun far ungerade ft: 

6) 


=yi+- 


itcyi + ** + + ci/r+T* - *y] 

1+ 1.2 + 1.2. 3. 4 * * 


Die Transformationen, welcbe zu den Formeln 4) und 6) f&hrten, 
kSnnen auch bei jedem beliebigen ft vorgenommen werden, nur ist 
dabei zu beachten, dafs in diesem Falle die Exponenten von 1 •+• a* 
keine ganzen positiven Zahlen sind und dafs folglich e der Bedingung 
— 1<*<1 unterworfen werden mufs. Man erhalt zun&chst eine 
unendliche Doppelreihe, welche nach §. 34 die TJmsetzung in eine 
Reihe von Yerticalcolonnen gestattet, und gelangt schliefslich zu dem 
Resultate, dafs die Formeln 4) und 6) unter der Beschr&nkung g* < 1 
for jedes ft gelten. 
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b. Wenn in No. 2) unter /< eine ungerade Zabl yerstanden 
so fQhrt die Entwickelung der Potenzen von 1 + 0 s za einer 
chung folgender Form 

7) 

— D " ' D - s + i 8 
tmd zwar ist der Coefficient yon e ta+1 


wird, 

Glei- 


i[(V 1 + = a + *)■“ - (Vl+^ 2 - *>“] 

= B 1 z + B a z* + B sS * + . 




4~ 


(i — 2 n- 


2 


J ), 


oder nacb Formel 10) des yorigen Paragraphen 

_ fa* - i») fr 2 - a*) . . . . (ft 2 - [to - 1]*) 

— 1 . 2 . 3 . 4 . . . (2a + 1). 

Daher ist zufolge yon No. 7) far ungerade p: 

8 ) i [( 1 /r+T* + *)** - (V 1 + -’ 2 ~ 

, Kft 2 -i 2 ) (ft 2 -s 2 ) „ , 

1 --|_ 1.2.3 " " r 1.2. 3.4.5 " ” r ' 

Bei geraden /« dagegen schreiben wir statt No. 2) 

i [(Vl + - a 4- 4“ — (1/1 + 5* — *)/*] 

= yr+ss j (ft), (i + - 4 ) i0 ‘~ S) * + (?*) 3 (i + + • 

nnd erhalten durcb Entwickelung der Potenzen yon 1 + z 2 

9) i [CVT+T* + zf — (V i+T* — s)ft] 


darin ist 


— *^i 4 z 2 ipi_z — 5 3 z® 4* 4 . ■ • •)> 

*"** = (,i)i Cv^)„ + 01)3 ( + • • • • 


.... 4” (ft)» 

oder nach Formel 12) des yorigen Paragraphen 




e '2»+1 * 


Kft 2 — 2*) Qt 2 — 4*) . . . . (ft 2 — [2a] 2 ) 


1 . 2 . 3 . 4 (2a + 1) 

Wir haben daher fQr gerade p: 

10) iKVT+T* 4- *y - (1/14^ —*f] 


ft„ , ft(ft 2 — 2 2 ) 


ft(ft* 


■2 2 )Qt 2 -4 2 ) jB | 


yi + ** |i* , 1>2 3 ~ I 1.2.3. 4.5 

Auch die Formeln 8) und 10) lassen eine Verallgemeinerung 
beliebige p zu, nnr mufs dann z 2 < 1 genommen werden. 


far 
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c. Setzt man 
so folgt 


yi+T*-j-s=x, 


1 


yi+z* 

— iC— i> 

man hat dann aus No. 4) bei g era den /.i : 


11) 


*#* 4- — 
x^ 




ft 1 2 * (ft s — 2*) (ft* — 4*) 

1 ' 2 .4 . 6 . 8 . 10. 12 
und aus No. 6) bei ungeraden ft: 


(*-;)+■ •■■} 


12 ) 

= ( I+ ;){ 


x ft _l__L 
x.“ 


1 + 


ft* — 1 


2 


-1*/ l\ s 
•4 V x) 


(ft* — ! 2 ) (ft* -3*) 


1 2 . 4 . 6 . 8 

Femer ist nach No. 8) bei ungeraden ft: 




18) 


x<“ - 

X<“ 


— n 

2.4.6 


(— iy 


Km* — i*) (ft* — a*) / ly \ 

+ — 27476700 r _ ij + •7 

und nach No. 10) bei geraden ft: 


14) 


x? — 


x# 4 


-(-+ =) {S(— J) + (— i)‘ 

u(ft*-2»)(ft*-4>) / iy , \ 

2.4.6.8.10 V xj ^ / 

Bei nicht ganzen ft gelten die letzten vier Formeln gleichfalls, 

wenn der absolute Werth yon x — i weniger als die Einheit betragt. 


SchlSmilch algebr. Analysis 6. Aufl. 


12 



178 Cap. TIL Die Reihen fur Exponentialgrofsen und Logarithmen. 


Capitel VII. 

Die Reihen fur ExponentialgTofsen und Logarithinen. 

§. 41. 

Die Exponentialreihe. 

In §.8, Formel 8) wurde gezeigt, dais Dei unendlich wachsen- 
den m die Gleichung 

Lim [0 + s) ] “ e * 

gilt und dafs folglich die natiirliche Exponentialgrofse als Grenz- 
werth einer gewissen Potenz betrachtet warden kann; dieses Theo- 
rem bietet ein Mittel, um aus irgend einer Eigenschaft der Potenz 
die entsprechende Eigenschaft der Exponentialgrbfse herzuleiten, und 
daher benutzen wir dasselbe auch zur Entwickelung einer Reihe fiir 
e z , itidam vir die oben angedeuteten Operationen an der Binomial- 
reihe ausfQhren. 

Nach Formel 6) in §. 3S ist unter der Voraussetzung eines gan- 
zen positiven m und fur h >■ mx 

(i+*r-i+ T *+-\ra * +" L nraT* — * 

m(jn — 1) Q — 2) . ■ . {m — /•— 2) , x 
1.2. 8... (A— 1) 
m(in — — k — 1 ) Qx k 

1.2 A " j J’ 

£! 

vobei p einen positiven echten Bruch bezeichnet; nehmen wir x = — 
und h'>0, so vrird 




i (i— l Ui_*) 




1 . 2.3 (A — 1 ) 


1 « 2 • 3 • • • » < ^ 
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Wir lassen nun m ins Unendliche mchsen, ohne die 'willkiirliche 
ganze Zahl Jc zu andern; die linke Seite hat dann e- zur Grenze, 
rechter Hand nahem sich die Briiche 


1 2 
m ’ m 1 


k — 1 


m 


der gemeinschaftlichen Grenze Null, mithin wird 

;** + 


I, ( =_ 1+ i, +T ^ s .+_ i 


2.3 


1 . 2 ... (A — 1) 


,t—i 


+ 




1 .2 ... k 


*T 

k 


k>s, 0 <q<1. 

Hieraus l&fst sich auch wieder eine unendliche Reihe fur e % ab- 
leiten. Wir schreiben zu diesem Zwecke 

n 

2) e* 


-oa - 


2 . 3 ... k 


1+ i + rr2 




1 


1 . 2 . 3 ' 1 1 . 2 ... (k — 1 ) 

und lassen die Zahl Jc, welche die Anzahl der rechts stehenden Sum- 
manden bestimmt, ins Unendliche wachsen. Wie in §. 25 bewiesen 
wurde, betragt der absolute Werth von 

a* 

1 . 2 . 3 ... A 

weniger aJs der absolute Werth von 


(rl 


und da bei unendlich wachsenden Jc schon -= die Null zur Grenze 

yjc 

hat, so ist urn so mehr 


Lim 




1 . 2 . 3 . * • k 


= 0 , 


mithin folgt aus No. 2) 


3 ) 


«■ — i+Y- 


1.2 1 1 . 2.3 


wobei 0 jede beliebige endliche Grofse bedeuten kann. 

In dem speciellen Falle $ — 1 geben die Formel 1) und 3) 

12 * 
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4) .-t+I+jij 


, . 1 . 1 
0) c==1 + i + rT2 - 


1.2.3 


• + 


1.2... (A— 1) 

1 


9 


1 . 2 . . . (4* — l) ' k — l’ 


1.2.3 


hieran knttpfen sich einige wesentliche Bemerkungen. 

’Was zunachst die Formel 4) betrifft, so dient sie zur numeri- 
sehen Berechnung der Zahl e, vrobei die Genauigkeit beliebig weit 
getrieben werden kann, wenn man h grofs genug wahlt. Man erh&lt 
z. B. fflr k — 11 




• + 


1 . 2 ... 10 


: 2,71828 18011 


1 ■ .JL = 0,00000 00276 . q 


1 . 2 ... 10 10 


mithin, wenn man dem y erst seinen kleinsten Werth Null und dann 
seinen grofsten Werth 1 ertheilt, 

2,71828 18011 <e <2,7182818287, 
womit e auf sieben Deeimalen genau bestimmt ist. 

Mittelst der Formel 5) lafst sich entscheiden, ob e eine rationale 
oder irrationale Zahl ist. Die Summe der Beihe 

1 , _1 . 1 . 1 

‘ 2 - ‘2.3'~2.S.4'2.3.4.5 ‘ 


betr&gt namlich weniger als die Summe der folgenden 


1 


2 . 2 


2 . 2.2 ' 2 . 2 . 2. 2 

1 1 


' 2 'l-i‘ 

2 


1, 


sie ist daher ein echter Bruch. Ware nun 


1 


_P 


2 1 2.3 1 2.3.4 1 
wo p und 2 >jp ganze positive Zahlen bedeuten, so wllrde durch 
Multiplication mit 2.3.4 . . .q folgen 

8 . 4 . 5 . . . y “(" 4 . 5 . 6 . y 5,6...^ -{■ ..... 1 


+ _A_ + L 4- 1 I 

? H- 1 (? -H 1) (7 + 2)^(y+i) (y -f- 2) (y -j- 3) ‘ 

=p . 2 . 3 . 4 . 5 . . . . (y — 1). 

Die erste Zeile enthalt nur Producte von ganzen positiven Zahlen; 
die Summe dieser Producte ist daher wiederum einc ganz positive 
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Zahl, die M heifsen m6ge. Die rechte Seite ist ebenfalls eine ganze 
positive Zahl, die wir mit N bezeichnen wollen, mithin ware 

7) "+^+ (?+1) 1 (?+a) +---V- 

Nun betragt aber die Summe der Eeihe 

1 ■ I _L_ I , 

y + i 

weniger als 


(? + t) (? + 2) ( q + 1) ('/ + 2} (? + 3) 


y + 1 


(? + !)* 
_ 1 
- r+i 


(y+i) s ' 


(?+!)* 


und daber aucb weniger als 1, da q jedenfalls die Einbeit fibersteigt. 
Hiernach mufste in No. 7) die ganze positive Zahl M, vereinigt mit 
einem ecbten Brucbe, die ganze positive Zahl N geben; diefs ist aber 
unmoglich, und daber kann die Summe der Eeibe 6) keinem ratio- 
nalen Bruche gleicb sein, mitbin ist aucb e eine Irrationalzahl *). 

Nacb dieser Digression fiber die Zahl e kebren wir zur Formel 3) 
zurfick und wollen zunachst eine andere Ableitung derselben zeigen, 
welcbe keinen Grenzfibergang erfordert. Setzt man 

8) /w-i+f+r^+rr^+-- 

und dem entsprechend 

so giebt die Multiplication beider Gleichungen 

9) /(*) •/(^) = 1 + «i + K 2 + a s + ----» 

wobei die Abkfirzung benutzt wurde: 


** ■ *” 1 1 , *" * 

1 . 2 . . n ~ r 1 . 2 . . (» — 1) ‘ 1 ' T ' 1 . 2 . . (a - 


2 ) ’ 1.2 




y 


1 . 2 . . (a — 1) 
Der letzten Gleicbung kann man die Form geben 


+ 


1 . 2 . 


‘ + Y*’ 


*(*— !)-»-! 


“ 1 . 2 . .n | 

d. i. nacb dem binomischen Satze 

l 


1.2 





1 . 2 


- S *+ y )' 


*) Der obige einfache Beweis wurde von Stai nville gegeben in den MUangcs 
d* Analyse , p. 339. 
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die Gleichung 9) geht nun tiber in 

d. h. 

10) /(*)-ftr) —/(* + »). 

Wie in §. 37 folgt Meraus, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, 

11) LA*)]' — /(«) 

und spedell fiir m — 1 bei umgekehrter Anordnung 

/(«) = [/(!)]” 

oder vermbge der Bedeutung von f(x) 

/w =(i + { +I E +r J_+....)' 

Bezeichnet e die Summe der Reihe 1 +-£-+- 1 + £ + etc., so ist 
hiernach 

/(*)-•*. 

Im Fall x ein rationaler Bruch - ist, erhalt man aus No. 11) fiir 

q ' 

m — q 


=/(?) = ^ 


nritlirn 




p 

e? 


welche Gleichung sich leicht auf positive irrationale Werthe von x 
ausdehnen lafst, so dais fQr jedes positive a 

/(*) = «= 

ist Endlich folgt aus No. 10) 

/(=)./(- s)==/(0) = l 

mit.TnTi 

und daher ist fiir jedes endliche e 

/(*) = e* 

d. L 


1+ I + i72 + T70 + -" = c ‘’ 
was mit .der Gleichung 3) ubereinstimmt*). 

Setzt man einmal a = aa;, das andere Mai a = — ax, so erhalt 
man die beiden Gleichungen 


*) Cauchy, Court <% analyte algkbr. p. 168. 
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v 2«j« 2 

■ + ••••» 


12) 

13) 




1 — 


or 

T 


_u 


u*: r- 

1.2 


1.2.3 

Cf s JT 3 


1 1.2 1.2.3* 

welche sich wiecler durch Addition und Subtraction combiniren las- 
sen; diefs giebt 


14) 

15) 


+ e ~~ 


2 


= 1 + 


2*3 


a*x 




1 . 2 


1 . 2 . 3 . 4 


- — a 


8r8 


cc*x 


5*5 


a°x 


2 1 1 1.2.3' 1.2. ..o' 

Diese Entwickelungen betreffen immer nur Exponentialgrofsen, 
deren Basis e ist, wir kaben daher nocb den Fall einer beliebigen 
Basis a zu erortem. Setzen wir 

' e a = a x , 

so folgt, indem wir beiderseits die Logarithmen in irgend einem Sy- 
steme nekmen, 

, , x log a 

’-s-gT 

mithin durck Substitution der Werthe von e % und s in die Formel 3) 

+ nhj{^) + -~ 

Die Basis des logarithmiscken Systemes ist hier willkttrlick ; nekmen 
wir dafur die Zahl e, so wird 

»> — ‘ + V ! + ‘r7? + £&+ 

dagegen erhalten wir, wenn a als Basis des Systems gewahlt wird, 

is) — 1 + J (s^- c ) + rr* 

+ - L - p-V + 

' 1.2.3 \Hog e) — 

Das letzte Resultat ist in sofem von Bedeutung, als es zu einem 
gegebenen Logarithmus die zugehbrige Zahl frnden lehrt; aus a x =y 
folgt n&mlich x = Hog y und 

19) + + ni(^) + 

In dem speciellen Falle a — e wird 

20) r-i + Y(«+ I 7 5 (« , + TT y^(W* + ...., 
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woraus man wiederum ersieht, dafs das Logarithmensystem mit der 
Basis e das einfachste und darum naturlichste ist *). 


§• 42. 

Die Eeihen fBr l\ -{-z) nnd If 1 — x'i. 

Sowie im vorigen Paragraphen die ExponentialreUie aus der Bi- 
nomialreilie abgeleitet wurde, so lafst sicli auch eine logarithmische 
Reihe finden, wenn man von der in §. 8, No. 11) bewiesenen Formel 


Lint 


a 8 — 1 
d 


■ la 


Gebrauch macht. Zufolge dieses Satzes ist namlich 
Lim g = -J- x), 

and hier libersieht man auf der Stelle die Moglicbkeit, den binomi- 
schen Satz anwenden zu konnen. Denken wir uns zunachst unter 6 
einen beliebigen positiven ecbten Bruch, so miissen wir dem x die 
Beschrankung — 1 < x < + 1 auferlegen und liaben dann nach 
Formel 15) in §. 38, wenn A >■ 3 und 

W<*<1, 0< 9 <l 

genommen wird, 


(l + x) s . 


1+JX-] 

d(d- 


f-1) 


** 4- 

1.2 ~ 
1 ) (3 — 2 ) . . 


-1) (*~2) 
1.2.3 


* 3 +• • 


1.2.3... 
d(d — 1) (5 — 2). 


(d-A-2) ^ 


(A — 1) 


f — A — l) QX k 


mithin 
(1 -f- x)*- 


1.2.3 


1 , S ~ 1 i 

! i x+ TTJ x 


‘ 1 — s 


(d-l)(d- 


■ 2 Ks 


1.2.3 


X s + . 


(3-1) (g- 2 ), 
1.2.3.. 


... (d— A— 2) 
,.(A-1) 


•fc-i 


(d— 1) (d — 2) (d — A— 1) 


1 1.2.3 A 1 — s' 

Durch Cbergang zur Grenze far unendlicb abnehmende d wird hieraus 


1) /(!+*) =4* — *** 


^ A— 1 
( — 1)* +1 


*) Die Exponentialreihe word© unter der Form 20) zuerst von Newton aufge- 
stellt (Brief an Oldenburg fur Leibnitz yom 26. Juli 1676). 
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Will man statt dieser endlicben Reihe eine unendliehe Reihe fur 
Z(l + a;) haben, so schreibe man. vorerst 


/(!+*) 4 


( 1 )* QX k 


k 


1 — s 


= ** — 




und lasse dann die willktirliche ganze Zahl h ins Unendliehe wach- 
sen. Da x ein positiver Oder negativer echter Bruch ist, so wird 
Lint (x k ) = 0, mithin*) 

2) /(l + x) =-fx — y* 2 ■+■ tj-*’ 3 — £ x * -f- . . . . 

— <*< + 1- 

Zu demselben Resultate fiihrt aueh die Gleichung 10) in §. 17, wenn 
man 7: ins Unendliehe wachsen lafst und x als echten Bruch voraus- 
setzt; jedoch ist die so erhaltene Formel nur auf positive a: beschrankt. 
Aus den Bemerkungen, welche wir im Fall eines positiven x an den 
Rest der binomischen Reihe kniipften, folgt ubrigens leicht, dafs die 
Gleichung 2) aueh fur x = -\-l richtig bleibt; fur x — — 1 dage- 
gen wird die Reihe divergent. 

Lafst man in No. 2) — a: an die Stelle von x treten, so er- 
giebt sich 

3) '(!-*)= +r-fr»— **»-***-...., 

oder aueh 


4) '(j^) =t x +*** + i x * + i xi + • • • • > 


— 1<*<+1. 

Da der Quotient 1 : (1 — x) einen echten Bruch zum Divisor hat, 
so betragt er mehr als die Einheit; man kann daher 

nrj= I + ‘ oder *TFT 


setzen, wo nun z jede beliebige positive Zahl sein darf; die For- 
mal 4) wird dann zur folgenden 


5) 


'(i Gq=l) + \ Gqh) +K?Ti) 


Theoretisch betrachtet liegt in den Formdn 3) und 5) die voll- 
standige Losung der Aufgabe, den naturlichen Logarithmus einer ge- 
gebenen Zahl zu finden; for alle Zahlen unter 1 dient namlich die 


*) Die Beihe 2) flndet sich zuerst in der LoganflmotecJimca von N. Mercator 

( 1686 ). 
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Formel3), fur alle Zalilen iiber 1 die Formel 5). Zur practischen 
Rechnung eignen sich aber diese Fonneln nicht sonderlich, weil die 
vorkommenden Reihen meistentheils langsam convergiren; wir ent- 
wickeln daher noch einige logarithmische Reihen von starkerer Con- 
vergenz. 


§. 4S. 

Die Berechnmig der Logarithmen. 


Xirnmt man die Diflerenz der beiden Fonneln, welchc fiir 1(1 +x) 
und 1(1 — x ] gelten, so erhalt man 


1) 




= 2((i4-^ 5 +K+- 

— 1<*<+1, • 


•)» 


durch Substitution von 

1+f . 

1 — x' 


: z mi thin x — 


z — l 
z + 1 


geht die vorige Gleichung in die folgende liber 

die far jedes positive s gilt, weil dann x immer zu einem echten 
Bruche wird. Bei kleinen s ist die Formel 2) vortheilhaft; so erhalt 
man z. B. fiir a=2 

1 1 


12 




3 1 ' 3 . 3» + 5 . 8 5 


} 


Brechen wir die eingeklammerte Reihe mit dem Summanden 


m . 3” 


ab, wo m eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet, so betragt der 
noch folgende Rest 

l.i.i. 


(m -f- 2)3 m+i ' 
weniger als 

1 


' (m + 4)3 m+4 _r (m + 


(m 2)3 m+I 
1 


1+ P’ 


’ 3 4 ' 


"h + - 


(m 4- 2)3’’ 


1 — 


8 (m 4- 2)3” 


8 a 


mithin ist, wenn p einen nicht naher bestimmten positiven echten 
Bruch bedeutet, 


12 


-t 1 


3 1 ‘ 3 . 3 3 ‘ 5 . 3 5 


+ •••+; 


-5=] 


4(oi 4 - 2 ) 3 “’ 
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Durch successive Berechnung der Potenzen von ^ findet man 

- — - = 0,0000 ooooi, 

4 . 17 . 3 1S 

folglich liefert die Annahme m= 15 den Werth von 12 auf 8 Deci- 
malen genau, namlich 


12 = 0, 69314718. 

Kennt man la, so findet sicli l(a + b) durch die Bemerkung, dais 

l(a-{-b) = £<» ^1 -j- J = la + 7^1 + 

ist, wobei der letzte Logarithmus nach Formel 2) des vorigen Para- 
graphen entwickelt werden kann, wenn der absolute Werth von 6 
weniger als der von a betragt; man hat 


3) + 


a a > b i . 

Hiemach liefse sich z. B. 13 finden, wenn man a = 2, 5 = 1 nahme 
und den vorigen Werth von 12 benutzte. 

Eine brauchbarere Formel zur Berechnung von l(a + b) ergiebt 
sich aus der Bemerkung, dafs 


l(a-\-b) = la -f- /fl + 0 == la + 


ist; entwickelt man namlich den letzten Logarithmus nach Formel 1), 
so folgt 

4) /(a + b) = la+2^^ + l(^^ + l(_L_) + 

und zwar gilt diese Formel fur alle positiven a und l, weil dann 
5 : (2 o + 5) d. h. x immer ein echter Bruch ist. Die Annahme 
a=2, 5 = 1 giebt 

bricht man die Beihe mit der m ten Potenz ab, so kann man den fol- 
genden Rest leicht auf die vorhin gezeigte Weise beurtheilen und 
zwar findet man, dafs derselbe weniger betragt als 

i (±y. 

24(m + 2) VlO/ 

Fur m = 9 wird der Rest so klein, dafs er auf die 8 te Dedmalstelle 
keinen Einflufs hat; diefs giebt 

73 = 1, 09861229. 


1 + 


2a-\-b 


1 — 


2u + b 
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Zu einer weiteren logaritlimisclieii Reihe fuhrt die identische 
Gleichung 

fr“|[to-i)+ Kp + 1) - /(i — ^)] ; 

entwickelt man namlich den letzten Logarithmus nach der Formel fur 
Z(1 — x ), so erhalt man 

l(P — 1) ~t~ KP ~r 1) , 1J_ , 1 J_ , 1_L . 

2 ^ 2 /»* 4 p i ' 6 p e 


5) l P = 


P>1- 

Diese Formel lehrt den Logarithmus einer Zahl p linden, wenn die 
Logarithmen der beiden Xachbarzahlen p — 1 und p + 1 schon be- 
kannt sind. 1st nun p eine ungerade Zahl, so sind p — 1 und -J— 1 
gerade, d. h. zusammengesetzte Zahlen, und daher kann man deren 
Logarithmen aus den schon vorher berechneten Logarithmen ihrer 
Factoren herleiten. Fiir p — b z. B. ist U = 212, 18 = 12 + 13, 
mithin 


lb- 


3 12 + /8 


2 100 ^ 


Kr 


-V 

ioo; 


+-f— V 

^ 6viooj 


+ ■ • • 


wobei leicht zu sehen ist, dafs man nur bis (0,04) 5 zu gehen braucht, 
um 8 Decimalen genau zu erhalten; man findet 

lb = 1,6094 3791. 


Die Rechnung nach Formel 5) wird flbrigens um so bequemer, je 
grofser die Zahl p ist; denn einerseits braucht man bei grofsen p 
sehr wenig Reihenglieder, andererseits wird man mittelst der obigen 
Reihe nur die Logarithmen von Primzahlen berechnen, und diese letz- 
teren treten um so sparlicher auf, je -weiter man in der Zahlenreihe 
fortschreitet. 

Hat man nach den angegebenen Methoden eine Tafel der natiir- 
lichen Logarithmen construirt, so kann man aus ihr die Logarithmen 
jedes anderen Systems ohne Huhe herleiten. Nach Formel 13) in 
§. 8 ist namlich 


die kiinstlichen Logarithmen entstehen also dadurch, dafs man die 

natQrlichen Logarithmen mit dem constanten Factor multiplicirt. 

Letzteren nennt man den Modulus des Systemes mit der Basis a 
und bezeichnet ihn durch 


1 
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Ffir das gewShnliche Logarithmensystem ist a — 10, 
/10 = /2 -f- lb = 2,30258509, 


31 


io= Tio = °> 43429448 ; 


durch Multiplication mit 0,434 . . . werden also die natiirlichen Loga- 
rithmen zu gew<5hn lichen; umgekehrt erhalt man die natiirlichen Lo- 
garithmen aus den gewolmlichen, wenn man letztere durch den Mo- 
dulus dividirt, d. h. mit 110 = 2,302... multiplicirt. In den loga- 
rithmischen Handhiichem findet man meistentheils eine Hiilfstabelle 
zur Erleichterung dieser Operationen. 


Capitel VDI. 

Die goniometiischen Reihen. 


§• 44. 

Die goniometriselieii Functionen vielfacher Bogen. 


Sowie der hinomische Satz die Grundlage flir die Entwickelung 
der Exponentialreihe und der logarithmischen Reihen bildet, so be- 
ruht die Ableitung der goniometrischen Reihen auf denjenigen Formeln, 
welche den Sinus Oder Cosinus eines vielfachen Bogens berechnen leh- 
ren, wenn die goniometrischen Functionen des einfachen Bogens be- 
kannt sind. Meistentheils fehlen diese Formeln in den Lehrbuchern 
der Trigonometrie (weil dort iiberhaupt.die Goniometrie nur als Vor- 
studie zur Trigonometrie dient), wir miissen sie daher erst entwickeln. 
Zur Abkttrzung sei 


1 ) 


P n = 


cos mt 
cos 11 u’ 


Qn = 


sin nu 
cos n u 


man hat dann 


cos (n -f- 1) u 


n +1 


cos nu cos u — sin nu sin u 
cos n+1 u 


Oder, wenn man mit dem Nenner in jeden einzelnen Theil des Z&li- 
lers dmdirt und die eingefuhrte Bezeichnung anwendet, 

2) P n+1 =P n —Q n tanu. 

Auf ganz gleiche Weise findet man sehr leicht 

3) Q n+J =Qn + P «. *11 u. 

Von den Werthen P 0 = 1 und Q 0 =O ausgehend, kann man die 
Formeln 2) und 3) der Reihe nach ftir w = 0, 1, 2, 3, 4 etc. benutzen, 
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um nacbeinander P, und Q 1 , P 2 und , P 8 und Q i etc. zu be- 
recbnen ; dabei ergeben sicb folgende Gleicbungen 

P j = l, Qi — fan u > 

P 3 — 1 — tan 3 v, = 3 tan u, 

P s = 1 — 3 tan 2 u, Q s = 3 tan u — fan 3 u, 

P i ssa 1 — 3 tan s u -j- ton* u, Q t = 4 tan u — 4 tan 3 it. 


Mit einiger Aufmerksamkeit bemerkt man, dais in den Formeln fiir 
P immer nur gerade Potenzen von tan u vorkommen und dafs die 
Coeffieienten mit den Binomialcoefficienten gerader Indices tiberein- 
stimmen ; dem analog enthalten die Formeln fur Q nur ungerade Po- 
tenzen yon tan u, und die Coeffieienten sind Binomialcoefficienten un- 
gerader Indices. Hieraus schliefst man inductorisck, dafs die allge- 
meinen Formeln sein werden: 

P m = (ot) 0 — (m) 3 tan 2 u -|- Wo tan 3 u — (m) 6 tan 6 u-\- ... . 

Q m = (w)j tan n — (ot} 3 fan 3 u -f- (w) 5 tan 6 u — ; 

selbstverstandlicb bedeutet bier m eine ganze positive Zahl, und die 
Beiben sind soweit fortzusetzen, bis sie von selbst abbrechen. 

Um die Giiltigkeit der gevronnenen Formeln zu untersueben, ent- 
■wickeln wir die Ausdriicke 

P m — Qm tan u und Qm + P m tan 

indem wir fur P m und Q m die vorigen Eeihen setzen und die gleicb- 
artigen Grofsen veremigen; diefs giebt 

P m — Qm tanu 

— Wo — fWi + Ws] tan 3 u + [Ws + Wo] tan* u 

— [Ws + We] tan 3 u + 

Qm -1- p m tan u 

—[Wo +Wi] tan u — [(m) s + W s ] tanS « + IH + Ws ] tan& 

VermQge der Formeln 2) und 3) sind die linken Seiten dieser Glei- 
chungen identisch mit P m+[ und Q m+l ; reebter Hand lafst sicb (w) 0 
durcb das gleicbe (tn + 1) 0 ersetzen und aufserdem die Summe je 
zwei benachbarter Binomialcoefficienten mittelst der Formel 
Wt-i “l - W* = ( w + i)fc 

zusammenzieben; die vorigen Gleicbungen geben jetzt in die folgen- 
den fiber 

P„ +1 = (« + 1) 0 — (w 4-l)j tan 3 u + (m + 1) 4 tan 3 u 

— (m- f- 1) 6 tan « « + 

Q m + X = (w -f- l)j tan u — (m -}- l) s tan 8 u -f - (m -|- 1) 5 tan 5 u — .... 
Diese untersebeiden sicb von den frfiheren Formeln ffir P m und Q m 
nur dadurch, dafs m -f- 1 an der Stelle von m stebt; wenn daber 
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jene Formeln fur irgend einen Werth von m richtig sind, so bleiben 
sie es auch, sobald man m um die Einheit vergrofsert. Fiir m = 
1, 2, 3, 4 liefern die obigen Formeln richtige Resultate, sie gelten 
daher aucb fiir m = 5, dann wieder fiir m — 6 u. s. w., d. h. sie 
gelten fiir jedes ganze positive m. Zufolge der urspriinglicben Be- 
deutung von P m nnd Q m haben wir nun folgende Resultate 

4) —m~; l = Wo — Ws tan « + Wi luni « — W 6 tan “ + 

sin mu , . , N Q , , N . 

O) -Q S m ~ — Wi tan — \ m )z fa/lS 11 + Ws tan * u — 

oder auch 

6) cos mu = ( m ) 0 cos m u — {in ) 2 cos m ~ * u sin 2 u -f- (w) 4 c os m u sin 4 u — .... 

7) sin mu = (w) t -1 u sin u — (;//) s cos m u sin 3 v -j- 

Hierin liegt. die Losuug des anfangs erwalmten Problemes , cos mu 
und sin mu aus cos u und sin u berzuleiten*). ^ 

Die Formeln 6) und 7) sind noch weiterer Umwandlungen fahig, 
welche auf dem Grundgedanken berulien, das gleichzeitige Vorkom- 
men von cos u und sin u zu vermeiden , also entweder cos u durch 
sin u oder umgekehrt sin u durch cos u auszudriicken. Um das Erste 
zu thun, setzen wir 

sin ii=. x mithin cosu = { 1 — x 2 )^ 
und erhalten statt der Gleichung 6) die folgende 

8) cos mu 

=Wo (i — xrf {m s) i s +w 4 (1 — 

worin sich die verschiedenen Potenzen von 1 — x* mittelst des bino- 
mischen Satzes entwickeln lassen. Hierbei sind aber zwei FSlle zu 
unterscheiden. Wenn namlich m eine gerade Zahl ist, so werden 
!(m — 2), i(m — 4) etc. zu ganzen positiven Zahlen und dann 
liefert das Binomialtheorem endlicbe Reihen; fiir ungerade m dage- 
gen sind |m, £(»i— 2) etc. Briiche und dann ffihrt die binomische 
Entwickelung zu unendlichen Reiben. Um letztere zu vermeiden, be- 
schranken wir uns vorlaufig auf gerade m und haben dann 


cos mu 





*) Die obigen Formeln warden scbon 1590 von Vi eta gefunden (Re sponsio ad 
Adriani Romani jproblcma in den Opp. pag. 315). 
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Durch Vereinigung aUer Glieder. welche die namlichen Potenzen von 
x enthalten , gelangt man zu einem Resultate von folgender Form 
9) cos mu = A 0 — J a x a -j- A i x* — A 6 x 6 

darin ist 


-^o — ( m )o J — ** 

nnd irgend eine Potenz von x, z.B. x? k , hat den Coefficienten 

= (M) ° (9* + (m) * + (^,1-2 + ‘" 

• ■ • • + (mhk ~ s (" — F~“) t + Wsi (— 2 — ) 
Nach Formel 7) in §. 39 lafst sich die hier vorkommende endliche 
Reihe summiren, and es ist ktirzer 

_m a (m s — 2 s ) (w* — 4*) (m® — 6®) . . .(m* — [2*— 2]*) 

* — 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 (2A) 

Substituiren wir die hiemach gebildeten TTerthe von J. 2 , -d 4 , A e etc. 
in die Gleichung 9) und schreiben wieder sin u statt x, so haben 
wir folgende Formel 


10 ) 


cos mu = 




1 . 2 


sin* u 4* 


m 2 (m 2 — 2 2 ) 

T7273T4" 


2 ®)( w ®-4*) . 

1.2. 3. 4. 5. 6 * + •••> 

darin mnfs m eine gerade Zahl sein, und die Reihe ist soweit fort- 
zusetzen, bis sie von selber abbricht. 

Bei nngeraden m dividiren wir die Gleichung 8) durch cos u = 
VT- x- und erhalten zunachst 

cos mu 


cos u 

=(m) 0 (l — — (m) a (1 — -f-(;«) 4 (1— x*)^ m—5J jr 4 — .... 
Hier sind die Exponenten \{m — 1), \{m — 3), |(m — 5) etc. ganze 
positive Zahlen und daher lassen sich die Potenzen von 1 — x a in 
endliche Reihen entwickeln. Ordnet man, nachdem diets geschehen, 
Alles nach Potenzen von x, so gelangt man zii einer Gleichung von 
der Form 


cos mu 
cos u 

und zwar ist hier 


— a a x a -|- a 4 .ar* — a e x e 


aa ~ {m)o ( 2 )t ~ (M) * ( + (W) * ( i"” ~)*_g — * * * 

Nach der Formel 11) in §. 39 hat man dafiir einfacher 
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_Q»» — 1») (y/t* — 3») (m* — 5») ■ . . (w» — [21- — 1]») 


1.2. 3. 4. 5. 6 (2*) 

mithin aus der yorigen tjleichung 


11 ) €0$mu= cosu^j.. 


771* 


-l 2 


1 . 2 


-SUl*U- 


(772 s — 1 2 )(t« 5! — 3 s ) 


1.2. 3.4 


sin*u 




wobei m anger ade sein muTs. 

Ahnliche Umwandlungen gestattet die Fonnel 7), welche fiir 
sin u — x lautet 


12) siamu=(m) 1 (1 — x a )^ m ^ x — (m) 3 (1 — x s ) a ^” 3 ^x B 
Bei ungeraden m sind die Exponenten \{m — 1), \{m — 3) etc. ganze 
Zahlen, mithin lassen sich die Potenzen von 1 — x a in endliche Bei- 
hen verwanddn, was ein Resultat von folgender Form giebt 
sin mu = B r x — B s x 3 -(- B & x* — 

w = (»)» + w 8 + •••• 

Kuizer ist nach Formel 10) in §. 39 

_!»(»!« — 1*) — 5S)...(w— [2*— 1]») 

“ +1 1 . 2 . 3 . 4 (2* •+• 1) 


mithin 


13) 


sm mu = — sin u ■ 


— I 2 ) . 3 

y sin* u 


1.2.3 


1*2. 3.4.5 


wobei m ungerade sein mufs. 

1st dagegen m eine gerade Zahl, so dividirt man erst die Glei- 
chung 12) durch cos u — yi — x l and entwickelt in der nunmeh- 
rigen Gleichang 

- <">* (1 - *■>*”” »-«.(*- *■)*'*“’** + • • • • 
die Potenzen von 1 — x a ; man erhalt ein Eesultat von der Form 


£272 mu 
COS U 


= b 3 x — 6 s x 3 + i s x s 


6st+1 " (lB) i (~2~ ~)jt + (m)s (~2~~)t_a + (m)s ( E T ^) t - a + ‘ ' ' ‘ 
Nach Formel 12) in §. 39 reducirt sich diefs aof 

t m(m a — 2 s ) (m a — 4*) ( m a — 6*) (m* — [2*]>) 

®afc — 1 1.2. 3.4.... (2A -f- 1) 

and daher ist 

SehltSxnilch algebr. Analysis. G. Aofl. 


13 
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... rm . m(m* — 2 s ) , „ 

14) sin mu — eos u I — *«* « — - — - — sin- u 

-i — i ^ sm * 7/ — ... I, 

1 1 .2 .3 . 4. 5 J 

worm m eine gerade Zahl sein- mufs*). 

Durch ganz ahiiliclie Transformationen konnte man aus den Glei- 
chungen 6} imd 7) neue Gleichungen ableiten, in welchen die Reilien 
naeh Potenzen von cos n fortgehen; zu den namlichen Resultaten ge- 
langt man aber kfirzer, wenn man in den Foroieln 10) bis 14) In — « 
an die Stelle von « treten laTst. So erkalt man z. B. aus No. 10), 
wo m eine gerade Zahl bezeichnet, 

( — l) 4 ” cos mu 

, m 1 m*(m s — 2 s ) . 7« a (w s — 2 3 )(w 2 — 4*) 

" 1 “ T.-2 C0$ U + T72~3 . ~4 C ° S “ - 1.2.3 . ' 4 . "I ?" 7 6 ™ ** +~ " 
. . /«»(«* - 2*) (m 3 - 4*) . . . (w* - [» - 2]*) m 

r.i^:'4': “> 

und wenn man beiderseits mit ( — l) 4 ” multiplieirt, so ist bei um- 
gekehrter Anordnung der Reihe 


15) cos mu 


.4 m cos n u — J m _.. cos™— 1 u + ^ m _ 4 cos m *u — . . , 
_f_ (_ 1) 4 <“~‘> A j eos* u + (— l) 4 ”. 


Irgend einer der Coefficienten, etwa A m -n, hat den Werth 

m s ( m 1 — 2 s ) (ffl* — 4 s ) .... (m a — [/« — 2i‘ — 2]*) 

‘ ~ 1.2. 3. 4. .....(/» — 2*) ’ 

welcher sich durch folgende Umforanmg vereinfachen lafst.- Man hat 

* _ m 

m* = 2 . m . — 


e+oG-o 


«n* — (m — 2A — 2) 1 = 2 3 (m — A — 1) (Ar + 1) 

mithin 

Am—Sk 

= (»»— A— l)(m— A— 2). . .(^+1)^-1), . .(^2)(i+l) ^_ at _, 

1.2.3 (m — 2A) ’ 

im Zahler sind hier alle ganzen Zahlen von A -j- 1 bis m — Tt — 1 

*) Die obigen Umwandlnngen haben viel Ahnlichkeit mit den in §. 40 vorgenom- 
menen Transformationen; der Grand dieser Ubereinstimniung wird sieb spSter bei der 
Tbeorie des ImaginSren zeigen. 
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mit einander multiplicirt, setzt man daher im Zahler und Xenner 
noch das Product 1 . 2 . 3 . . . h zu, so wird 


•^m — 2k 


(m — k — 1) (m — k — 2) .... 3 . 2 . 1 

= 1. — 2k). 1 .2. 77 k 


► Om- 2fc— 1 


(m — *— 1) (/n — i — 2 )...(m — 2A-+1) a _, 

1.2.3...A 

Nur in dem FaJle i = 0 erleidet diese Schlufsweise eine Ausnahme; 
die vorhergehende Formel liefert dann unmittelbar 

A m = 2 “~ >. 

Nach diesen ErSrterungen haben wir aus No. 15) die folgende, far 
gerade m gflltige Formel: 

cos mu — 2“ _l cos m it — m 2” 3 cos m ~ a u 

+ m 2** — 4 — - ^ cos m ~ 4 a — 

Oder besser 

16) 2 co* mw = (2 cos a)“ — ^ (2 cos 


m(m — 3) 


(2 cos a)" 


m(m — 4) (m — 5) 


(2 cos a)" 


1.2.3 

In der Formel 13) lassen wir gleicbfalls |jt — u an die Stelle 
von u treten und schreiben die Glieder recbter Hand in umgekehrter 
Ordnung; mit Riicksicht auf den TJmstand, dafs jetzt m eine ungerade 
Zahl bedeutet, erhalten wir ein Resultat von der Form 


cos mu = A m cos m u — A m _^ cos * 


u + A m _ t cos m ~ 4 u — . 


und zwar ist 

m{m a — I s ) (in* — 3 2 ) .... (m a — [m — 2 k — 2] s ) 
^ m ~ 2k "* 1 . 2 . 8 . . . . (m — 2A) ' 

Zur Transformation dieses Brucbes benutzen wir die identischen 
Gleicbungen 


771* 


77l S (771 2k ■ 

aus denen folgt 


) 2 ==2 2 Cw _^_i)(^ + i), 




<m— *— 1)(m— A— 2) . . . ^±1 L . (A+2)(A+1) 


-M2"“ 2fc_i .- 


1.2.3 (m — 2A) 

Im Zahler steht die Reihe der natfirlichen Zahlen von i -f- 1 big 

13* 
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m — k — 1 ; setzen w im Z&hler und Xenner noch die Factoren- 
reihe 1 . 2 ... Tc hinzu, so erhalten ivir nach Hebung der Factoren- 
reihe 1.2 ...(»» — 27c) 

[m A* 1) {m — k—2 ) . . . ( m — 2k + 1) 

■“m— 81 1.2.3...A 

Far 7c = 0 giebt die vorhergehende Gleichung A m — 2 m_I , es stim- 
men also die neuen Coefficientenwerthe vollkommen mit den fruberen 
uberein. Daher ist auch bei ungeraden m 

17) 2 cos mu = (2 cos u) m — ^ (2 cos u) m ~- -f- — (2 cos «)"“ 4 

1 1.2 


m(in — 4) {m — 5) 
i .'2.3 


(2 cos u) m 


d. h. die Formel far 2 cos mu bleibt bei ungeraden m die namliche 
wie bei geraden m. In jedem Falle ist die Reihe soweit fortzusetzen, 
bis sie von selbst abbricht, so dafs negative Potenzen von 2 cos u 
auszuschlieTsen sind. 

Die Gleichungen 11) und 14) gestatten fast wortlich dieselben 
Transformationen, und es wird daher die Angabe des Endresultates 
hinreichen. Man erhalt sowohl fur gerade als fur ungerade m 

18) sin mu 

= sin it £(2 cos u) m ~ 1 — — (2 cos u) m ~ 3 + — — ^ — (2 cos u) m ~ 6 


(m — 4) On — 5) (m — 6) 

- 1 , 2 . 3 " ( 2cM “) 



wobei negative Potenzen von 2 cos u auszuschlieTsen sind*). 


§- 46. 

Endlicbe Product© fiir Sinus und Cosinus. 

i 

I. Die bekannte goniometrische Formel 

■«\ _ . w u> 

1) sin w = 2 sm — cos — 

2 2 

lafst sich auf folgende Weise benutzen um sin s in ein Product aus 
den Sinus und Cosinus kleinerer Bogen zu verwandeln. 

Man hat zunachst . . 


sin s = 2 sin - cos 


z 

2 ’ 


femer, wenn rechter Hand sin wieder nach Formel 1) zerlegt 
wird. 


*) Die Formeln 10) bis 18) sind von Jacob Bernoulli gefunden worden {Mhn, 
de V Academia des scienses 1702 oder Opp. T. II, So 97) 
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sin a = 2* sin - cos — cos — . 

4 2 4 


Benutzt man wieder die Formel 1) far w=\s, so folgt 


sin - cos - cos - cos 
8 2 4 8’ 


auf diese Weise fortgehend gelangt man zn der allgemeinen Formel 

2) sin 5=2" sin ^ • cos I cos ^ eos~... cos 

worm n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. 

II. Eine Modification des vorigen Gedankens ist folgende. Statt 
der Formel 1) schreiben wir 

. _ . w . W-f-JC 

3) sin w = 2 sin — sin — -j — , 

2 2 


and haben zunachst 


• -4— It 

sin s — 2 sin — sin — j - — . 

2 2 


"Wird nun rechter Hand jeder Sinus wieder nacb No. 3) zerlegt, so 
ergiebt sich 

. „„ .5 . 5 -I- at . 5 + 2* . 5+8* 

sin s = 2 3 sin - sin — - — sin — sin — ; 

4 4 4 4 

die Wiederbolung dieses Verfahrens liefert 

„ „ . 5 . 5+3 S . 5 + 2* .5 + 7* 

sin 5 = 2 7 sin - sin — - — sm — sin — . 

8 8 8 8 

Nacb »-maliger Anwendung dieser Zerlegungsmethode findet sich, 
wenn 2" = gesetzt wird 

. „ . .5.5 + * . 5 + 2* . 5 + ( V 1)* 

sm 5 = 2 P 1 sm - sin sm ... sin - 

P P P P 

Oder in kurzer, von selbst verstandlicher Schreibweise 
4) sm 5 — 2 P s®s^Sg ... . Sp_ 

Die Beihe der Factoren s 0 , s x , s s , ... ordnen wir folgendermaalsen 
s 0 • 5 i s P -i • • • • •^ P _ 1 5 iP+1 • V 

so dafs, abgesehen von s 0 und s , immer je zwei Factoren wie s h 
nnd s p t zn einer Gruppe vereinigt werden. Dabei ist 

. A* + 5 

s. —sm 

4 P 

. (p — K)it 4-£ . — s 

s ' — ! — sin 


mithin das eine Groppe bildende Product 

( . hit s\ 2 C kit % %\ % , - hit 

SyS . = I sin — cos - I — I cos — sin - I = sin 1 

* p-* v P P j \ p pj p 


sin * -. 

P 
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Macbt man hiervon Gebrauch fiir h — 1, 2, 3 }p — 1, be- 

acbtet femer, dafs 



ist, und setzt zur Abkilrzung 

2 —' — l=ip- 1 = 9, 

so erbalt man ans der Gleichung 4) die folgende 

5 ) sin s = 2 P ~ 1 sin - ( sin s — — sin 2 - | (sin* — — sin * 

P\ P PJ \ P PJ 

(sin* — — sin 8 cos -. 

\ P PJ P 

Bemerkenswerth ist deijenige specielle Fall dieser Formel, welcher 

sich ergiebt, wenn man beiderseits mit s dividirt und damn zur Grenze 

fiir unendlich abnebmende z iibergeht; wegen 


sin - 
1 p 


- = 1 und Lim — - = Lim < -/ = - 


folgt namlich 

6) 1 mb* - stn * — .... sin * — . 

P P V P 

Dividirt man endlicb die Gleichung 5) durch Mo. 6), so kann man 
den Quotienten in folgender Form darstellen 



an welche sich spater eine wichtige Consequenz knflpfen wird. 

IIL Mach einem bekannten Satze, dessen Beweis man auch im An- 
hange findet, lafst sich die ganze, rationale und algebraische Function 

/(x) = a 0 •+- a,a- s + -f- a n x n 

in ein Product verwandeln, sobald es gelingt, # specielle Werthe von 
x anzugeben, far welche f(x) verschwindet. Sind namlich x t , x s , 
x s , . . . x„ diese n Werthe, bei denen 

/<*i) - A*.) - A* s) /(*«) - 0 

wird, so hat man 

/(*) — «■(*- ®i) (* — * s ) (* — *,) ... (* — *„). 
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Hiervon lafst sich eine Anwendung auf die Gleichung 9) des vorigen 
Paragraphen machen; fiir sin u = x and bei geraden m hatten wir 
cos mu= 1 — ^ a JT a + A i x i — . . . . + ( — 1)5* 

daher muls sich cos mu auch in folgender Form darstellen lassen 
cos mu = ( — 1)4* 2* -1 (x — x t ) (x — x t ) . . . .(x — x m ) 
und zwar sind hier x i , ... x n diejeaigen m Specialwerthe von 
x, fflr welche 1 — A z x* -f- A^ — etc., d. h. cos mu verscbmndet. 
Some nun x den Sinus von n bedeutete, so kSnnen auch ® 1} x z , ... x m 
als die Sinus gewisser Winkel « 15 w 2 , ... u n angesehen werden, und 
es ist folglich 

cos mu = ( — 1)4“ 2 01—1 (sin u — sin u t ) (sin u — sin u z ) . . . (sin u — sin ?/„,). 


Die m Werthe u 1} u 2 , ... u m , fur welche cos mu verschwindet, sind 
aber 


n 

| 3 7t 

, 5it 

2 m* 

+ 2 m 9 

+ 2 ^’ 

it 

Sit 

5rc 

2m* 

~2m 9 

~2m’ 


(m — l)at 
2 m ’ 



l)w 

7 


und daher ist 


cos mu 


= ( — l)4 m 2 m 1 u — sin u — sin — ^ ... ^>2 u — sin 

X (sinu+sin^ [sinu+sin^).., ^sinu+sin^^j 


Oder, wean man je zwei unter einander stehende Factoren zu einem 
Producte vereinigt und diesem das entgegengesetzte Vorzeichen giebt 


cos mu 


= 2“ 1 ^sai 2 ~~ — sin a 2 ^ — sin z aj ... 


a (m—l)7c 


2m 


- sin * ii^. 


Wendet man diese allgemeine Gleichung auf den speciellen Fall w = 0 
an, so erhalt man 


8 ) 


„ « . . 3m . _ {m — 1 )n 

1 = 2 1 sin* sin* — . . . sin* — , 

. 2 m 2 m 2m 


and femer, wenn man damit in die vorige Gleichung dividirt, * 



Die Anzahl der Factoren betragt |«n, wobei jede Parenthese far 
einen Factor gerechnet wird. 
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Eine ahnliche Transformation kann mit der, fiir gerade m gel- 
tenden Grleidiung 14) des yorigen Paragraphen vorgenommen werden. 
Man sclireibt erst 

sin mu 


sin u cos u 

worm 


— i 


= A 1 — A s v* + A b x * — 2 , 


m(m* — 2*) (m 2 — 4*) . . . (m* — [m — 2]*) 


1 . 2 . 3 . 4 . . . (m — I) 
ist, tend erhalt dann weiter 

sin mu 
sin u cos u 

— (_ 2”" 1 (* — ar x ) (* — r 2 ) (a: — x„) . . . (* — 

= ( — 1)4** 1 2"* — 1 (sin u — sin a,) (sin u — sin a 2 ) . . . (sin u — sin 
Die m — 1 Bogen u x , , ... w m _, , fur seiche die linke Seite d. h. 

sin mu verschwindet , sind im vorliegenden TaUe 


2m 

4m 

6m 

. (m — 2)m 

+ w 

+ 2m’ 

+ 2*’ •' 

* * + 2m * 

2m 

4m 

6m 

(m — 2)m 

2m’ 

2m 

_ 2m’ * ' 

2m * 


und man findet Mernach 


sin mu 
sin u cos u 


= 2™-* ( sin* ~ -sin * a) ( sin* —sin* A ... ( sin* 

V 2m ) \ 2m J \ 2 m 

Lafst man u in Mull Qbergehen und berucksichtigt, dafe 

sin mu 

. . sin mu _ . a m 

Lim — : = Lvm — : == — 

sin u sin u 1 

u 

ist, so gelangt man zu der speciellen Gleichung 

(m-~ 2)* 


- sui 


“*)• 


10 ) 


• . 2m . . 4 m 

m = 2 1 tt — sin 2 — . . . , 

2m 2m 


2m 


Indem man die vorhergehende Productenformel durcli die letzte diyi- 
dirt, erhalt man noch 

sin mu 


ii) 


cos u 


( sin 2 u f sin 2 u) f sin a u 1 . 

1 — > /I — > .... /I — > *). 

2m J y 2mJ | 2m I 


*) Setzt man u = — , so erMlt man eine Yerallgemeinertwg von No. 7) in so fern 
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Auch die Glcichungen 12) und 13) konnen auf analoge YTeise 
trausformirt werden, und es wil'd die Augabe der Endresultate bin- 
reicben, da die Metbode immer diesdbe bleibt. Aus No. 13) findet 
man 



und aus No. 12) 


14) 1 = 2 m 1 sin* ~ sin * ~ . . . sin* — , 

2 m 2m 2m 


cos mu 
cos u 


f sin 2 u] 

i — 

sin 2 u 1 


f sin 2 u y 

I sin 2 

( H 

* 

. « 3 Tt 
sin 2 — 
2m 




wobei m immer eine ungerade Zabl bedentet. 

Dafs nun aucb sec mu, esc mu, tan mu und cot mu in Form 
von Producten darstellbar sind, wird keiner naberen Erorterung be- 
diirfen. 

Bemerkenswertb ist nocb eine aus No. 18) folgende Producten- 
formel, bei welcher keine Dnterscheidung von geraden und ungeraden 
m vorkommt. Die genannte Gleicbung erlaubt namlich 

sin mu 
sin u 

= 2 m— 1 (cos u — cos U t ) (cos u — cos ?/ 3 ) . . . (cos u — cos 

zu setzen, wo u x , u t , . . . u m _ l diejenigen Specialwerthe von « sind, 
fiir welche sin mu verschwindet. Nimmt man dafiir 

it 2n 8» ( m — 1)« 

9 9 9 • • » • 9 

m 7n m m 

so erh&lt man zunaebst 

sin mu 
sin u 

/ n \ I / (m — 1)«\ 

== 2 1 IC 0 $ u — cos — I I cos u — cos — I .... I cos u — cos 1. 


n&mlich m eine beliebige gerade Zahl ist, wfibrend p in No. 7) cine Potenz der 2 sein 
mufs. Dagegen bietet die Ableitung der speciellen Pormel den Vortheil, dais sie die 
Kenntnifs der zu Anfang des Abscbnittes III erwShnten Zerlegnng yon f(x) nicht vor- 
anssetzt. 



202 

Wetter ist 


Cap. YHI. Die goniometrischen Beihen. 


cos 


n / 

s- = — C0$ I Jt 1= — 

m \ mj 

2?c r 2?r\ _ _ 

m V m)~ 


COS ' 


(m — 1 )it 


m 


cos 


(m — 2)?r 


m 


cos 


(m — 1 )n 


m 


( (m — l)?r\ tv 

n I == — cos — ; 

m J m 


substituirt man die rechts stebenden Ausdriicke in die vorige Pro- 
ductenformel und schreibt die Factoren in umgekebrter Ordnung, so 
wird 


sin mu 
sin u 


cos ■ 


(m — !)«' 


) 


= 2“ 1 u - 1 - cos ^ u -j- cos .... u + 

und durch Multiplication beider Gleichungen 

( sin mu\ * 
sin u J 

2 ^C0S*U C0S* 7 ^^C0S* U COS* ... ^COS* V COS 2 

Jeder einzelne Factor rechter Hand lafst sicb mittelst der Formel 
cos * u — cos 2 a = sin (a +• u) sin (a — u) 
in zwei Factoren zerlegen; diefs giebt 

( sin twzA* 
sin u j 

= 2m_I * (l + “) ™ 0r + *) (£ + «)••• -* + -) 

. (it \ . (2n \ . /8 * \ . f(m — 1 )» \ 

>C 2 ’«sl u ism I vliutl «)...ns| Ml. 

\m J \m J \m J \ m J 

Die Anwendung der Formel sin v= sin {n — v) zeigt, dafs die Fac- 
toren der zweiten Eeihe mit denen erster Eeihe identisch sind, wenn 
man letztere in umgekehrter Ordnung nimmt; daraus folgt durch 
Wurzelziehung 

sin mu , . (it , \ . (2 n ^ . ((m — 1 )n , 

— T 2 sin I 1- m I sin I f- u I . . . sm I - - — [- 

sin u — \m J \m J \ m 

Um fiber das Vorzeichen entscheiden zu kfinnen, gehen wir zur Grenze 

ffir verschwindende « fiber; in der entstehenden Gleichung 

. . 2* . (m — l )n 

m = + 2 1 sm — sin — ... sin — 




sind alle yorkommenden Bfigen zwischen 0 und n enthalten, nri thin 
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derea Sinus positiv, und hieraus folgt augenblicklich, dafs nur das 
positive Zeichen Geltung hat. Diefs giebt 


16) 


. it . . (m — 1 )jt 

sin — sin — sm — ... sin — . 

m m m m 


und nach dem Vorigen 
17) sin mu 

o»— i • . ( n , \ . (2n \ . /( m — l)w \ 

Hieraus lassen sich auch die friiheren Productenformeln far sin mu 
wieder herleiten, wenn man auf die Dnterseheidung gerader und un- 
gerader m eingeht*). 


§■ 46. 

Die unendlichen Reihen for Cosines und Sinus. 

In Formel4) 8.44 setzen wir «==-, bezeichnen mit k eine 

m 

beliebige gerade Zahl < m und zerlegen die rechts stehende Reihe 
auf folgende Weise: 

L) j fo 7 *y = 1 ~ (w)a ( tea $ + {mh 9* ~ 

• ■.+ (— l)^ 1 M*_ 2 ( tan + (— 1)1‘ (m) k (tan ^ S, 

( m — k) (m — k — 1) f t s\* 

s - 1 W+W (*+ IT V”) 

{m — k)...(m — k — 3) Z' 

+ (i + l)'...<* + 4 >'"V"=.J - ' 

zur Abkurzung sei 

m — k s m — k — 1 s m — k — 2 , s 

2) r+r *“:-»>• *+a «+» 

u. s. w. 

mithin 

3) 5=1— q x q t + q^tq^i — ItMnUUU + 

Da m und k nicht von e abh&ngen und m nur grOlser als k sein 
mufs, so kann man sich z als gegeben vorstellen imd k und m will- 
kurlich vrahlen, jedoch in der Weise j dafs 

S 

m>k>z und zugleich m tan -<k 

*) Die Productenformeln verdankt men Euler ( InSroduatio in Anatysin vqfvm to- 
rum T. I). 
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ist. Die Ietztere Bedingung lafst sich jederzeit erfflllen; bei unend- 
lich wachsenden m convergirt namlich m tan ^ gegen die Greuze e, 
welche vorausgesetztermaafsen weniger als h betragt, folglich mufs 
m ton ~ bei hinreichend grofsen m kleiner als Jc warden und blei- 
ben*). Nach diesen Bestimmungen ist 


m - 


s 

# . 171 tQTl “*■ j . t 

k s / k\ m ( k\ k 

\ tan m~ ( 1 — m) T+T < ( 1 “w)a+1 < 


d. L 


* + 


?i <i; 

auf gleiche Weise hat man 


rn — k — 1 4 s ( 


m tan— , 

i m <-( 

1 A + 

k-\- 2 tUn m V 

1 » ) 

k + 2 < \ 

1 « J 


k — }— 2 


<1 


d. h. 


7s ^ 

und uberhaupt ersiebt man, dafs alle die Grofsen q t , q s , q s , etc. 
positive echte Bruche sind; mithin ist auch 

4) ' l>?l?2>?l'/2?S?*>?l?2?8y*?5?6> 

Die Somme oner endlichen alternirenden Beibe u 0 — u l -f- m 2 — 
» s + etc., in welcher jedes Glied grofser als das n&chstfolgende ist, 
betragt aber (bei jeder beliebigen Gliederzabl) weniger als der erste 
Summand u 0 und mebr als die beiden ersten Glieder u 0 — ; in 

der Anwendung auf Formel 3) unter Biicksicbt auf No. 4 ) folgt nun 
S< 1 und S>1 — ffigj, mithin ist S ein positiver echter Bruch, 
welcber q heifsen moge. 


*) Man kann fibrigens leicbt solche m finden, welche m tan — machen; es 

m ^ 7 


ist nSmlich 


m 8m — 

^ z m ^ 
m tan — = — ■ 


Wablt man erst h ^ z, daon 




» > 




o folgt aos dieser Ungleichung 
* 


it nnd nm on mati* 



^ X. 
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Na,ch dieser Restuntersuchung kehren wir zur Gleichung 1) zu- 
rilck und geben ihr folgende Gestalt 


cos z 


i-I 


r 

I cos— I 

V mj 


z \ 5 

— - — -I mtan- 1 
1.2V. W 


H)K)K) 


1 . 2 , S . 4 


(mtan^-\ — ... 
V »/ 


(‘- 90 - 9 - 4 -^ , n . r 

1.2.3 (A' — 2) V m) 

, , V \ \ m J f s \ * 

- i «• 

Lassen wir m ins Unendliche wachsen, ohne k zu andem, so nahem 
^2 k 1 

sich die Briiche - , . . . der gemeinschaftlichen Grenze Null, 

mm m 

feraer ist nach Formel 8) in §. 10 

Lim (m tan = z, 

und nach Formel 10) desselben Paragraphen 


Lim 


[K)J 


1, 


mithin ergiebt sich zusammen 

6) «• + !., 

^ 1 . a ^ - 

Biese Formel s timm t mit dem in No. 3) §. 20 erhaltenen Resultate 
uberein, wenn k fiir z geschrieben und die gerade Zahl & = 4p +2 
gesetzt wird. 

Die Formel 5) in §. 44 gestattet eine ganz aknliche Behandlung. 

a 

Substituirt man namlich u — — und versteht unter 7c eine ungerade 

m 

Zahl < m, so hat man 

6) tan « ~ (w)s 

8> [tan ^ + (— l)ic*— 1 ) (w)i ^tan ^ S, 


5 = 1 - 


(*+U 


( tan iV+ 

hi) (*+8) V m J 


[m — k)...[m — k — 3) 

(*+!).. .(* + *7 


( tan — 1 — .... 
mJ 


Far die mit 8 bezeichnete Summe gelten wortlich dieselben Sehlasse 
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wie vorhin; ihr Werth ist ein positiver echter Bruch q, wenn k > a 
und m so grofs gewahlt wird, dais die Ungleichungen 

m > k > s und m tan — < k 

m 

zusammen stattfinden. Die Formel 6) lafst sich schreihen 

i , O-^O-s)/- , . Vl 

s - m tan — — - ( m tan — ) + • • • • 

1 m 1.2.3 V mj 1 


( z \ 
I C OS — I 

V »/ 


!)!(*-*) 




1.2 (A-— 2) 


( *V"* 

I m tan — I 
V ”>J 

+<-«'-> 1 m} \.'±.\ - J (■ - 3 * 

und hieraus folgt hei constantem k und endlich wachsendem m 

l 


7) «-- = ^- r ^ T 3^ + 


1.2.. .5 

» i < i \hl~ii Q 


1.2 — — 2) ^ ' ’ 1 . 2 ... A ’ 

was mit der Formel 4) in §. 20 iibereinstimmt. 

Die unter No 5) und 7) erhaltenen Kesultate bringen wir auf 
die Form 

1 s* 

COS 3 ( 1)S* Q r 

v ' * 1 .2.3 . . .k 

~ 1 ~ T72 1.2. 8 . 4 ~ l)lP~V - 2 ( A _ 2 )» 

sin * — (— l)f ( fc-D p 


• )- ( — i)4 C* — sj . 


Je-2 


1 1 .2.8 ' 1.2. .5 r 1 1 . 2 ... (A — 2)’ 

und lassen die ganze Zahl k ins Unendliche wachsen; es ist ifann 
fQr jedes endliche z 


Lim- 


it 


1 .2. 8... A* 0 ’ 
gleichzeitig werden die vorkommenden Eeihen nnen dljcfr, und es er- 
geben sich die beiden eleganten Formeln *) 


*) Die Eeihen f0r cos z und sm z sind von Newton geftmden worden (Brief ron 
Oldenburg an Leibnitz v. 12. April 1676). Der Ged&nke, jene Eeihen aus den For- 
meln far cos mu und sm mu herzuleiten , wurde zuerst von Euler benutzt (Irtiroductio 
** Anal inf. T. I, §. 134), aber in nicht hinreichend stronger "Weise ausgefhhrt. 




Zufolge der Unbeschranktheit des s ist hiermit das Problem gelfist, 
den Cosinus oder Sinus jedes beliebigen Bogens zu finden. Wollte 
man nach den Formeln 8) und 9) eine Tafel der Cosinus und Sinus 
berechnen, so wfirde man hochstens s==^it = 1,57 . . . zu setzen ha- 
ben, und dann convergiren die Reiben sehr stark. Aus sin z und 
cos z lassen sieh die tibrigen goniometriscben Functionen von z her- 
leiten, in den obigen Formeln liegt daher aucb die L5sung der aU- 
gemeinen Aufgabe, die goniometriscben Functionen irgend eines Bo- 
gens zu finden; docb werden wir nachber nocb besondere Reihen far 
tan z, cot z, sec z und esc z entwickeln. 


§■ 47. 

Unendliche Producte f3r Sinus und Cosmos. 


So wie im vorigen Paragrapben aus den endlichen Reiben fur 
sin z und cos z unendlicbe Reiben fOr dieselben Functionen bergeleiet 
warden, so dienen auch die in §. 45 entwickelten endlicben Producte 
als Ausgangspunkte zur Herleitung unen (Richer Producte far die 
goniometrischen Functionen. 

L In der Formel 2) des §. 45 sei fur den Augenblick 

p— * mithin 2*=J, 

es ist dann 

. sin & s z z z 

5ws==_ r* C0S 2 C0S 2* C0S P " ' C0S 2“' 

Lafist man nun n in’s Unendlicbe wacbsen, so convergirt £ gegen 
die Null und das Verbfiltnifs gegen die Einheit; es wird folglich 

%r 


i) 


# & % % 
sin s = z cos - cos — cos — 
2 2* 2 s 


Dieses Resultat ist zwar tbeoretiscb von Interesse, gew&brt aber kei- 
nen praktiscben Nutzen, weil sicb hiemacb sin z nur dann berechnen 
liefse, wenn aufser dem Bogen z aucb die Cosinus der BSgen \z, 
±z, iz, . . . bekannt waren. 

II. Der Formel 7) in §. 45 geben wir zur Abkflrzung folgende 
Gestalt 
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p sin - cos - 
VP 


«=(1 - T t ) (1-T a )l-T s ) (1 - T q ), 

worin irgend eine der Grofsen T, etwa Th, durch die Formel 


r . s~* 
sin - 
. P_ 

. An 
sin — 


bestimmt ist. Unter h eine beliebige ganze positive Zahl < q ver- 
stehend, zerlegen wir die in No. 2) vorkommenden q Factoren in zwei 
Gruppen, deren erste h Factoren, und deren zweite die q — Jc iibrigen 
Factoren enthalt ; dem entsprecbend setzen wir 


.as 
■p sin - cos - 

P P 

= (1 - TJ (1 — T 2 ) (1 — T 3 )...(l — Tic) . R, 

R= (1 — T k+1 ) (1 — yfc+a) — (1 — Tg) 
und richten die Aufmerksamkeit zunachst auf das Erganzungspro- 
duct R 

In den Nennem der mit Tt +1 , Tt+s, ... T q bezeichneten Briiche 
kommen die Bogen vor 


A + i 


k — |— 2 


> + 2*’ 


die sammtlicb <|sr sind; in den Zahlem stebt immer der Bogen 
vrelcher kleiner als alle jene Bogen ist, sobald 

4) k> l 

• # Zj 

genommen wird, denn zufolge dieser Wahl ist - < - 7t mithin um so 

P P 

mehr kleiner als die Yorhin genannten Bogen. Da nun im ersten 
Quadranten dem grofseren Bogen der groisere Sinus entspricht, so sind 
unter der Voraussetzimg 4) 


. s 
sin - 

V 

. (fi+1 )*’ 
sin - — — — 

V 


.3 , Z 

sm - sin - 

V 

{k 4 - 2)it* '' . qn 


V V V 

echte Briiche, mithin liegt auch jede der GroJsen T* +1 , T k +% . . . 
zwischen 0 und 1. Dasselbe gilt yon den Differenzen 1 — T k + 1 , 
1 — 5fc + 2, . . folglich ist 
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(1 — T k+1 ) (1 - T k+a ) . . . (1 - T q ) < 1 
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<L h. 

5) R< 1. 

Urn zweitens eine Grofse zu erhalten , die weniger als JR aus- 
macht , benutzen wir den leicbt bevreisbaren Satz, dafs ein Product 
von der Form (1 — ej (1 — «*) . . . mehr als die Differenz 1 — 
( e i + •••) betragt, falls e lt ... positive echte Briiche sind*); 
biemach gilt die Ungleichung 

6) -« > l — (n + T l+1 + .... + T g ), 

die sich auf folgende Weise vereinfachen lafst. Es ist identiscb 
■J- ic sin a — a = a (1 — sin a) sin a -j- ( tan a — ci) cos * a 

+ [(i 5 * — «) — sin (i* — “)] «’* « ; 

liegt nun der Bogen a im ersten Quadranten, so sind die Differenzen 

1 — sin a , tana — a, (£it — a ) — sin (-| 7 r — a) 

positiv, mithin bestebt die recbte Seite der vorigen Gleichung aus 
drei positiven Summanden, woraus folgt 

1 it sin « > o Oder —r— < • 

2 sin a 2a 

Fflr a = — ist weiter, falls — einen Bogen des ersten Quadranten 
bezeichnet 

l <Zi 

( . hic\*^ 4/i* 

I sin — I 

V P J 

und wenn man diese Ungleicbung mit der folgenden 

(-*)■<? 

multiplicirt, so erbalt man vermoge der Bedeutung von T h 

z* 1 

Th< T'I* ; 


bieraus ergiebt sicb unmittelbar 


*) Aus der identischen Gleichung 

(1 — £,) (1 — £ g ) = 1 — (e x + Sg) + SjEg 

folgt n&xnlich durch Weglassung des positiven £ x s s 

(1 — Sj) (1 — £ a ) ^ 1 — (fx -f- f 8 )- 
Multiplicirt man mit dem positiven Factor 1 — fc s , so wird 

0 — * 1 ) (1 — *g) C 1 — *») 

> 1 — (£j + Eg + Eg) + (Eg + Eg) Eg 
und urn so mehr bei Weglassung des letzten Summanden 

(1 — E,) (1— Eg) (1— Eg) > 1— (S x +Eg+E,); 
hier wHrde man wieder mit 1 — t 4 multipllciren u. s. w. 

SchlUmilch. algebr. Analysis. G. Aufl. 


14 
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Tk + 1 -r 7i+j + + T’g 

1 • l . 1 , , 

4 /(/• _l_ i s ■ (*_L-2) :, " r (<i-+3) s ~ r '’ 

Zufolge der Bemerkung, dafs 

1 _ 1 1 




1 ) 


ik 1 J'- < k 


1 _1 

£• 012 k . 


mithin 


*4-1* l* 4~ 2) 2 *4-1 *4-2’ 




(A-J_1;S ' (*4-2)* 1 "■ ' ? s "A- p^k 
1st, wird die Ungleichung 7) einfacher und zugleich starker namlich 

7 i+i 4 * Tt+s -j- . . . -j- r ? <C 

Subtrahirt man beide Seiten von der Einheit und beacbtet die TJn- 
gleichung 6), so findet man 


8) 


R> l — 


5 * 

4A* 


Die Relationen 5) und 8) geben zu erkennen , dafs 

OZ 2 

“-'-IF 


gesetzt werden kann, wo q einen nicht naher bestimmten positiven 
eehten Bruch bezeichnet. 

Nach diesen Eriirterungen ist leicht zu ubersehen, was aus der 
Gleiehung 3) wird, sobald p in's Unendlicbe wachst und dagegen £ 
constant bleibt; man hat namlich 



der Werth yon R andert sich nicht und daher wird 


9) ™ = (i ~ S) C‘ - aSi) (' - A) 


Um eine analoge Form el flir cos z zu erhalten, setze man in 
No, 9) das eine Mai 2 Jc fSr h, das andere Mai j-s far & und multi- 
plicire die letzte Gleiehung mit 2; diefs giebt 
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2 "*’== (i - jlij) (i - jfljj (i _ jiL) . .. . 

•- 0 - 5 & 00 -&). 

wo q und q" nicht naher bekannte positive echte Brfiche sind. Di- 
vidirt man die erste Gleichung durch die zweite, so ergiebt sich 
10) COS -J-3 = 

5 2 




8X- 


e" s*’ 


164' 


und diefs ist die gesuchte Gleichung, in welcher man nur 2s fiir » 
zu schreiben braucht, wenn man eine Productenformel fiir cos z ha- 
ben will. 

Der Gleichung 9) ertheilen wir folgende Gestalt 


sin s 







und gehen dann zur Grenze fiir unendlich wachsende h fiber. Der 
Grenzwerth der linken Seite ist sin z, rechter Hand wird das Pro- 
duct, welches aufser z noch h Factoren enthfilt, zu einem unendlichen 
Products *), mithin 

11) = — — ) (l — 

Aus der Gleichung 10) ergiebt sich durch gleiche Behandlung 

12 ) 


*) Ein unendliches Product convergirt Oder divergirt, jenachdem es sich einer be- 
stimmten endlichen Greuze nfihert Oder nicht. Die Entscheidung hier fiber ist leicht, 
wenn man die Logarithmen nimmt; convergirt nfimlich die Beihe 

&o + l ‘°i + + 

und ist ihre Somme von Null verschieden, so convergirt auch das Product 

» 0 * 1**®8 5 

in jedem anderen Falle divergirt das letztere. Dafs das obige Product convergirt, ver- 
steht sich naeh der Herleitnng von selhst, konnte aber auch direct bewiesen werden. 

14 * 
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oder, wenn man 2s an die Stelle von s treten lafst, 


13) 



45 s 

5 2 n s 



Die Gleichungen 11 j und 13) fiihren zu dem bemerkenswerthen Re- 
sultate, dafs aile sechs goniometrischen Functionen unter der Form 
unendlicher Producte dargestelit werden konnen*). 

In dem speciellen Falle s — \rc giebt die Formel 11) 

^ it 1.3 3.o 5 • / 

1== 2 * 2 . 2 * 4 71 ' 6 . 6 


und umgekebrt 

7t 2 2 4 4 6 6 

14j 2 I * 8 * 3 * 5 * 5 " 7 ’ 

auf ahnliche Weise erhalt man fiir x = £nr 

rt 1 4 4 8 8 12 12 16 16 

l0 ' * — yf's's'r'i'n’is'Is'n ’ 
iiberbaupt gelangt man immer zu einem unendlicben Producte fur die 
Ludolph’sche Zahl, wenn man s gleicb einem aliquoten Tkeile der 
Peripherie setzt, dessen Sinus bekannt ist. 


§. 48. 

Reihen far l sin a, l cos z u. s w. 


Aus den im vorigen Paragraphen entwickelten Productenformeln 
11) und 13) lassen sich wieder Reihenformeln ableiten, wenn man bei- 
derseits die Logarithmen nimmt; um hierbei die Logarithmen nega- 
tiver Factoren zu vermeiden, beschr&nken wir in No. 11) s auf das 
Intervall 0 bis + -t, und in No. 13) auf das Intervall — bis + \rt. 
Hiemach gelten folgende Gleichungen 

0 <c. s n. 


i) /«« 3 =/ 5 + /h_y + /h__i_] 


2) Icoss — /(l — + 



— i n <^5 < + y 7V > 

seiche wieder als Ausgangspunkte zur Entwickelung wedterer gonio- 
metrischer Reihen dienen. 


*) Dieses Resultat hat Johann Bernoulli gefnuden (Opp. T IV, No. 152); zu 
der speciellen Formel 14) war schon frtiher Wallis gelangt mittelst einer sogen. Inter- 
polation (Arithmctica vifhiitomm , propos. 191). 
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In No. 1) denken wir uns s - & statt s gesclirieben und ^ so 
klein geviihlt, dafs auch s zwischen 0 und rr liegt; von der neu 
entstandenen Gleichung subtrahiren wir die Gleicbung 1) und haben 


+ 




& . 


Bei hinreichend kleinen & ist. - ein ecbter Bruch, mithin 

und hieraus folgt bei positiven # 

oder auch, wenn q einen nicht naher bestimmten positiven echten 


Bruch bezeichnet, 
4) 


'0+jK-ir 


Unter der Voraussetzung eines echt gebrochenen positiven x ist 
femer 


mithin 


und zugleich 


d. i 


*(1^) = * + i* a 4- • •• • 

'G~>« 

/ (rz^) <3r+ ^(^ +arS+x4 +••••) 


man ist daher berechtigt 


l 


kb)- 


* J" + 


Qn X* 


oder 


/(l — x) — — x * 


2 1 — x 


Qn ** 


1 X 

zu setzen, wo q n einen positiven echten Bruch bezeichnet Ffir 

2^ + 


. 


n*it 


ergiebt sich hieraus 
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2 3 &4-^* <?„ (8a* + #*)« 

' V — s*)~~ n*n* — s* 2 — s*!* 2 ** -(s-R)*] 

und wenn wir die Gleichungen 4) und o) zur Transformation von 
No. 3) benutzen, so haben wir nach beiderseitiger Division mit 9 



2r-f# 

Pi 


(2s + #) 2 9 

s* — :* 

2 

[** — 

■s*] [* 2 -( 5 -f-«) 2 ] 

2s + 9 

Pa 


(2s + 9)* 9 

2*n;*— z* 

2 

[2 9 «* 

— s*][2*n*— (=-R) 9 ] 

2.5-j-fr 

?s 


{2s -f- «•)* 9 

32 a;»_-s 

2 

[3*»* 

— =a][3*«* — 


In der ersten Verticalcolonne hat -S- den Coefficienten 

9 | 1 i 1 , 1 , . 

2= 9 ~ji 2 — 5 2~2 2 jr 2 — - 2 “3 2 ji 2 — 3 2 ~ ’ 

diese Reihe convergirt und daher ist ihre Summe eine endliche Grofse, 
welche P heifsen mSge. In der zweiten Verticalcolonne findet sich 
\{2z -f- 9)- 9 multiplicirt mit 


[-T 2 — = 2 ] [*r 2 — ( 3 + &)] 2 T [2 2 * 2 — a 2 ] [2 2 « 2 — (s + #) 2 ] 

_i I 

T [3 2 jt 2 — = 2 ] [3 2 m 2 _ ( 3 -f_ 0) 2 ] n 
und da vorstehende Reihe selbst in dem Falle convergirt, wo man 
alle Zahler durch die grbfsere Einheit ersetzt, so ist ihre Summe 
von endlichem VYerthe, welcher Q heifsen m6ge. Statt No. 6) haben 
wir jetzt 


1 r S m (z + 9) \ 
9 V sinz } 


_ 1 2= 2 s 2s 

a * 2 — 3* 2*jr 2 — a 2 3 a »* — s 2 

— P9 — $Q (2s + 9)*9 

Um auch die linke Seite in eine andere Form zu bringen, bemerken 
wir, dafs der Quotient 11111 50 weniger von der Einheit 

differirt, je kleiner 9 ist, wir setzen daher 

8) ”" .( !+») -i + , 


und erhalten 
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/(l-j-6) /(! + «) 6 


1 + 

# V sin z J 


& 


8 


& 




& . sin z 

oder auch, wenn die Differenz der Sinus in ein Product aus Cosinus 
und Sinus verwandelt wird, 

Die Gleichung 7) wird jetzt zur folgenden 

/[(i + j)Sj 

L J sin z -1& 


' — Z* 2 2 7I 2 — z* 


3 2 Jt 2 - 


— P& — iQ (2s + 

und Mer kann man den Ubergang zur Grenze ftir unendlich abneh- 
mende # leicht ausfiibren. Da n&mlich 6 gleicbzeitig mit 9- gegen 
die Null convergirt, so ist 

l 

Lim j/[(l-}-<5)«]|=/ e =l, 

Lim — ia = l > 

S’* 

femer haben P-9- und %Q(2z-\-9y 9 zur gemeinschaftlichen Grenze 
die Null, und so bleibt 


9) cotz = z 


2z 


• s 2 2 2 re 2 — s 2 3 2 re 2 — s 2 


Der anf&nglichen Voraussetzung gemais gilt diese Gleichung zunachst 
nur fQr solche z, die zwischen 0 und tt enthalten sind; da aber die 
vorkommende Reihe immer convergirt, wenn nicht gerade z ein Viel- 
faches von zr ist, so l&fst sich vermuthen, dafs die Gflltigkeit der 
obigen Formel noch weiter reichen werde. Um diefs zu untersuchen, 
bezeichnen wir die Summe der Reihe mit f(z) und zerlegen folgen- 
dermaafsen 


s (re — s re-J-s) (are — s 2rc -f- s) 

f 1 1 ^ 

— z nn-\-z) 


• 2s 


{(n + 1)*** — s* n (n + 2)*n* — z* ' 

im Falle 0 <e<n ist dann nach No. 9) f{e) — eotz . Liegt aber e 
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zwisehen rt und 2.v, so kann man s — sr 4 « setzen, wo 0 < u < rr 
ist, und hat dann 




2x + u 


71 tt 


3 7E- 



1 

(m — I) nr — u 


1 

(m -f- 1) nr «-(- « 


oder bei anderer Anordnung 

/(«4“) ~7 — 

J nrc -\-u 

4- 2 (*4" «) | ( r w _|. 1 )e a; -i_( JI _j_„)2 ■ 

1 2m 2m 

= 7 i ~ 7 c * — ?/2 — 32^2 ,2 


1 

(*-4- 9)2^2 
1 

(M -j- 1) 3£ — |— M 
(« + 2)^* 

2m 

' _ (» — 1)2^ _ M 2* 









Lafst man die willkurliche ganze Zahl n ins Unendliche wachsen, so 
findet man leicht, dafs die Summe der Iteihe 

1 , 1 , 

(n -j- — (*4 a) 2 ^ (a 4 2) 2 w 2 -(s + »)* T ''" 

der Grenze Null nahert und daher wird 


fin 4- =/(»)> 

d. i. weil v, zwisehen 0 und rc liegt 

f{n 4 «) = cot u = cot (rc 4 u )- 

Die Gleichung 9) bleibt also richtig, wenn fiir g ein Bogen zwisehen 
jt und 2rr genommen wird oder wenn der vorkommende Bogen um 
rr wachst; sie gilt daher successiv fur alle Bogen zwisehen 0 und it, 
rr und 2rr, 2rr und 3rr u. s. f. Bei negativen z andern beide Seiten 
der Gleichung ihre Yorzeichen und liefem nichts Anderes wie fiir 
gleichgrofse positive z. Damit ist die Allgemeingultigkeit der For- 
mel 9) bewiesen. 

Ganz ahnliche Betrachtungen lassen sich an die Formel 12) in 
§. 47 knupfen, doch gelangt man zum Endresultate kurzer auf fol- 
gendem "Wege. Aus No. 9) folgt, wenn man far z schreibt, 


%cot *s = i 



2 3 2s 

4 2 »* — s 2 6 a jr* — s* 


zieht man hiervon die Gleichung 9 1 ab und beracksichtigt die gonio- 
metrische Formel 

^cot^z — cot z = ^tan^Zy 

so erhalt man nach der Multiplication mit 2 


4 3 


10 ) = 


4 z 


+ 


4s 


3*n*~s* 1 5 — 
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2z 


2z 


oder auch 

. j . 2-3 . 

} tan 2 = ( i «) 2 — = a + (|») 2 — = 2 1 (^) 2 — - 4 
Hit Hiilfe der goniometrisclien Formel 

cot z -f- tan ^z = esc z 

ergiebt sich aus den Gleichungen 9) nnd 10) 




12 ) esc z = - 


2z 


2s 


Q- 


»* — 3 * 2 2 nr® — s® 1 3®:i 2 — 3 2 

Um schliefslich eine Eeihe ftzr sec z za erhalten, bringen wir die 
Eeihe 12) auf die Form 


ese;= i + U L_\_ /_J L_\ 

z^\tc—z 7C + zf \2n — s 2 7t + zf 

+ {sT=^ — ” ' ' 

und Iassen — z an die Stelle von z treten; durch Vereinigung 
der einander entsprechenden Briiche folgt dann 

Tt Stc 5 jt 


13) see : 


■(^) a 


(|*) 2 — 3® 


(I* r 2 -- 2 


§. 49. 

Transformation der vorigen Reihen. 

Wir kehren zur Formel 1) des vorigen Paragrapben zuruck und 
stellen sie in folgender Gestalt dar 

'(“K) = '(* ~~ pp) + / ( 1 ~ pp) + / ( 1 “ pp) + ” - 

wobei alle Logaritbmanden positiv sind, wenn z zrvvischen — it und 
+ 7i liegt. Unter dieser Voraussetzung sind etc. echte 

TC ATT- D7V 

Briiche, mithin Iassen sich alle auf der rechten Seite vorkommenden 
Logaritbmen mittelst der Formel 

/(I — x) = — X — — -£x 8 — -£x 4 — . . . ., 

— 1<*<+1, 

in Eeiben verwandeln, die nacb Potenzen von z fortschreiten; diefs 
giebt 

is 4 Is* 


\ S ) 


2 l 4 * 4 

1 a 4 


3 1*»« 

1 3* 


2*w* 


2 2 4 w 4 


8 2®«* 
1 a* 


3*» 2 2 3 4 tc 4 3 3 6 « 6 
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Die Yorstehende Doppelreihe geniigt den Bedingungen, unter welchen 
die Anordnung nach Verticalcolonnen erlaubt ist (§. 34), daher hat 
man auch 



5 

,l_ l” ' 2” ' 3“ ‘ ’ 


Setzt man zur AbkQrzung 

1) 

wobei die Beihe fur m> 1 convergirt, so wird die vorige Gleichung 
zur folgenden 

2) 

Auf ganz ahnliche Weise lafst sich die Gleichung 

behandeln, wenn s zwischen — und -f- \n liegt; mit Hulfe der 
AbkQrzung 

3) 

findet man 

4) l cos z = 


t -J-+JL + JL + 

•* m i gin T g* ” ' 


* ir.S * 3E* * JI* 


7t* 

^ S “1“ 

Die Summen T^, T t , T e etc. kQnnen ubrigens durch die vorigen 
8„ St, S s etc. ausgedrQckt werden; nach Formel 1) ist namlich 

Ls -I4.i4.I4. 

und wenn man dieTs you No. 1) subtrahirt, so bleibt 

^SZls — J__uJL_uJL_l. t 

2" *“ 1* 6* H •* 

Demnach kann man statt No. 4) schreiben 

, , (2* — 1)5, , . (2*-l)S, . , (2® — 1)5„ . 

5) icos* 1- ^ 


— $«<*< + £»; 

dasselbe Resultat erhalt man aus No. 2) mit HQlfe der identischen 
Gleichung 
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Die Formeln 2) und 5) lBsen das Problem, die Logarithmen der go- 
niometrischen Functional direct aus dem Bogen herzuleiten. 

Um auch die fur cot g, tan g, esc z und sec g gefundenen Reihen 
in Potenzenreihen umzusetzen , nehmen wir zuerst die Gleichung 9) 
in §. 48 vor und schreiben dafiir 


cot s = - « 
s 


2s 


(i«) s 


-te)* <*■ >-£)’ 


Unter der Yoraussetzung, dafs z zwischen — n und + n liegt, sind 

~ etc. echte Briiche, und dann lassen sich die einzelnen 
rr £tc dtc 

Reihenglieder nach der Formel 


1 


= 1 +xs + , 


1— x 

— 1<X< + 1 

entwickeln ; man erha.lt zunachst eine Doppelreihe, welche nach Po- 
tenzen von z angeordnet werden darf und zu folgendem Resultate 
fQhrt: 


6 ) 


25« 


cots — 

Z 31° 


25". 

. f ZA z 6 

3*6 


25, 

Z -~^ Z 

' T t ^ S ^ “I" 

Die Gleichung 11) in §. 48 gestattet eine ahnliche Behandlung, 
wobei — z + in vorauszusetzen ist; kurzer gelangt man 

mittelst der Formel 

cots — 2 cot 2 s = tan s 

zum Ziele, namlich 

2(2* — 1)5, _ , 2 (2 4 — 1)5 4 _ s 
7* 


7) 


tan s = ■ 


-+ 


2(26-1)5, _ s 


* 5 4-- 


— ■|'3S 5^4“ ■yW. 

Lafst man \z an die Stelle von g treten und addirt die neue 
Gleichung zu No. 6) so erhalt man 


8 ) 


esc z = - 


(2*- 1)5, _ , (2» — 1)5 4 




7t° 


It < Z + 7t . 
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Die Reihe fiir sec 2 entsteht aus der Reihe in No. 13) des vori- 
gen Paragraphen , wenn man letztere in folgender Form darstellt 



und die einzelnen Bruche nach Potenzen von s entwickelt, wobei vor- 
auszusetzen ist, dafs 2 zwischen — -Jrr und +-|rr liegt. Man erhalt 
vorerst eine Doppelreibe, seiche indessen eine andere Anordnung ge- 
stattet; setzt man zur Abkurzung 



so ergiebt sich 


10 ) 


sec 


— *l£± _l 


i -2 


2 6 c. 


5 .4 


=* + ■ 


1 « 

Es liegt sehr nahe, die Formeln 6), 7), 8) und 10) einer Art 
von Probe zu unterwerfen, wclclie auf der Bemerkung berubt, dafs 
die links stehenden Functionen aJs gebrocbene Functionen gelten kon- 
nen, namlich 


cos z sin z 

cot z — — — , tan z — 1L S. W., 

sin 2 cos z 


und dafs folglich. die obigen Reihen den Quotienten aus den Reihen 
fur cos z und sin z gleichgelten miissen. Multiplicirt man z. B. die 
Gleichung 7) mit 


cos z = 1 


1 

ITS 


>-2 





•f 


so kann das Resultat nicbt verschieden sein von 


sin s = j-s 


= 3 4 


l 

1 . 2 . . 5 


-5 


und darin liegt ein Mittel, um den Coefficienten der Reihe 7) auf an- 
dere Weise zu bestimmen. Schreiben wir statt No. 7) kflrzer 

11) tan z = a x z +a s 3 s -(- a 6 s 5 -j- , 

so erhalten wir durch die erwahnte Multiplication 


'=—.*+(■. +1^) «•+(•< 


** A 

L d l 1 

1 .2 H 

r l -2..4J 


4" .... 


und nun fahrt die Yergleichung mit der Sinusreihe zu folgenden Re- 
lation en 
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1 

a t 1 

1.2“ 1.2.3’ 

* Ht , 1 

5 1 . 2 ' 1 . 2 . 3 . 4 ~ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 ’ 


oder iiberhaupt fur irgend ein ungerades n 


12 ) 


1.2 ' 1 . 2 . 3.4 1 . 2.. .6 


= (_ l)l(»->) __ 


Diese Gleichungen geben der Reihe nach 

, 2 
«x = l» a 


16 


1 . 2 . 3 ’ 


1 . 2 . 3 . 4 . 5’ 


wonach es passeud erscbeint, die Zahler 1, 2, 16, etc. mit besonde- 
ren Buchstaben zu bezeichnen. Wir setzen daher 


" 1 . 2.8 ...a 

und dem entsprechend nach No. 11) 

is) Tf-+ T ^ i - + rT 5^ ? -+... 


die Formel 12) geht nach Multiplication mit 1.2.3 ...n tlber in 
«(" — l)_ , 1) (« — 2) (» — 8)_ 

1.2 1.2. 3. 4 —* •”* 

= { — 

oder, weil n eine ungerade Zahl ist, 

14) t , — (fl) s t„_ s + («) 4 t „_ 4 — . . . = sin 
Filr n = 1, 3, 5 etc. ergeben sich hieraus die schon bekannten Werthe 
= 1, r a = 2, t 5 = 16 u. s. w., auch iibersieht man leicht, dafs 
alle % ganze rationale positive Zahlen sind. Durch Yergleichnng der 
Formeln 7) und 13) erhalt man die Relationen 

2(2* — 1)5, _t 4 2(2* — 1)^4 T s 

5i* 1 ’ ra 4 1.2.3’’""’ 

welche zur Kenntnifs der Summen S 2 , S t etc. fuhren, namlieh 

c __«* c e 

T ’ 90 ’ ** 6 945 ’ 

und iiberhaupt far ganze positive h 

1 *V\ 1 i 1 i 1 > — *x 

!« -t" 2 »-t- S 2k ■+■ 2(2“— 1) . 1 . 2 . . . (2A— 1)* 
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Zu einem ahnlichen Resultate gelangt man durch Multiplication 
der Gleichung 10) mit der Entwickelung von cos s. Setzt man namlich 


16) 


sec s = 1 -(- 


"2 .2 


+ • 


1.2 * 1 .2.8.4 

— < 5 < + i 71 * 

so erhalt man durch die angedeutete Multiplication 

1 1 | ( T S £ ^ .J I ( T 4 i_ 1 ^ 

-r V. 1 -2 1.27" “ r U.2.3.4 1.2 1.2^1.2.3.47 


'+•••• 


.4 1.2 1.2 

und liier mussen die Coefficienten von £*, s*, s 6 etc. der Null gleich 
sein. Demnach ist far gerade n 

r. t._. 1 *«_. 1 


+ 


. = 0 


1.2...H 1.2..(b — 2) 1.2' 1 . 2 . . (b — 4) 1.2. 3. 4 

oder durch Multiplication mit 1.2 ...n und wenn man sin \nn fOr 
0 schreibt 

17) r„ — (b) ,v s + (b) 4 t„_ 4 — . . . = tin \im. 

Wie man sieht, gilt fur die in der Secantenreihe vorkommenden Coef- 
ficienten das namliche Bildungsgesetz wie fur die Coefficienten in der 
Tangentenreihe; die Werthe n = 2, 4, 6 etc. geben der Reihe nach 
t s = 1, t 4 =5, t 6 = 61 eta Die Vergleichung von No. 10) mit 
No. 16) fOhrt nock zu den Relationen 


U — — 

L i 2 *» 




Tj 7C 3 


7C° 


2*. 1.2 32’ U * 


Sit 5 


3 . 4 1536’ 


1 


r 2t it**+l 


und uberhaupt 

38 > iffi+i— 32*41 + 5 SI+i “ 2 “+* 1 . 2 ... (84)’ 

Theoretisch bemerkenswerth ist die erste dieser Gleichimgen, namlich 

— = 1 — — - i — — — — -)— — 

4 3^5 7 ' 9 ’ 

wenn sie auch wegen der sehr langsamen Convergenz der Reihe nicht 
zur Berechnung von n dienen kann. 

In Folge verschiedener Anwendungen, welche die Summen 5*, 
S 4 , S e etc. bei anderweiten Untersuchungen gefunden haben, ist es 
flblich geworden, die Quotienten 

*^3 

2 1 »*’ 2»h*’ 2 8 »® ’ 

auf besondere Weise zu bezeichnen; man setzt uamlieb 

191 ffis* — x 

’ 2 s *- 1 b ** - ' 1.2. 3... (2*) 

und nennt J5 S , B & etc. die Bernoulli’schen Zahlen. Dieselben 

sind leicht aus den Coefficienten x s , t 5 eta herzuleiten, denn 

der Vergleich von No. 1 9) mit No. 15) giebt 
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^ r s* — i 


fisi—l — 

mithin fQr Tt = 1, 2, 3 etc. 


2*-« (2 2i — 1) 


_ 1 n 1 _ 1 „ 1- 5 

i. i. *=— i 5« = — — , 5» ssa — , 5. = 

1 6 8 30 s 42 7 30 9 


» _ 691 
11 — 2730’ 


n _ 7 p _ 3617 
"lS — g> "15 — 


66 ’ 


_ 43867 

5io’ B ^~^m u * s * v * 


Xach dieser Bezeichnung ist 

20 ) 


1 2 *B t 

cots — i s • 

s 1.2 


2*5, 


1.2 .3.4 
2 6 5 s 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 


, rB . 


— *<*<4 

2D 


" r 1.2.3.4.5.6" " 1 ~* “ ’’ 


22) cfc s = - 


— i* 0<4-£«; 

1 , 2(2* -1)5, _ , 2(2 S — 1)5 3 _ 


1.2 


+ 

+ 


1 .2.3.4 
2 (2 s — 1) 5 fi 
1.2. 3. 4. 5. 6" 


-H* • • •» 


— OT <-<+ *• 

Der Symmetrie wegen schreiben Manche auch 2?,, i? 4 , B e etc. statt 
der Secantencoefficienten t s , t 4 , t 6 etc. 

Das Gesammtergebnifs dieser Untersuchungen bestebt in dem 
Satze, dais alle sechs goniometrisehen Functionen in Potenzenreiben 
venvandelbar sind, wenn der Bogen, von Null ab gerechnet, nicht 
weiter ausgedehnt wird, als die betreffenden Functionen sich conti- 
nuirlich Sndem*). 


*) Der gro&te Theil dieser Formeln ist vod Euler entwickelt worden, jedoch ohne 
Angabe der Grenzen for deren Giiltigkeit ( Introd , . in Anal wf. T. I) ; die Bestinummg 
dieser Grenzen verdankt man Cauchy {pours cCAnaL alg&r.). 
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Capitel IX 

Die cyclometrischen Reihen. 


§• 50. 

Die Eeihen fur arcsU x , arcco3 x n. s. w. 


Urn eine Reihe fur arcsin x zu erhalten, gehen wir auf den in 
§. 19 bewiesenen Satz zuriick, dafs arcsin x der Grenzwerth ist, wel- 
chem sich der Ausdruck 



bei unendlich wachsenden n nahert oder dais 


1) arcsin x -J- « 



'" + K>-(^r] 

gesetzt werden kann, wenn man unter s eine Grofse versteht, welche 
bei unendlich wachsenden n die Null zur Grenze hat. Die rechte 
Seite der Torstehenden Gleichung bringen wir mit Hfilfe des bino- 
mischen Satzes auf eine andere Form; es ist namlich fiir echt ge- 
brochene z 


1 . i* « - 1.3 . 1.3.5 _ 

= 1 + ^ + _ s . + __ s6+ .... 


1 .3. 5. ..(2*- 8) M 

~ r 2 . 4 . 6 . . . (2k — 2) - 


1.3. ..(M — 1) ^ j 2*+l _ 9 (2* + l)(2* + 3) _, | 

" r 2.4 (Sit) " ( ~ t_ 2/L* — j— 2 " ~ r (2A- -J- 2) (2A + 4) “ ' *j ’ 

die Summe der zuletzt eingeklammerten Reihe ist positiv und Hei- 
ner als 


1 + 5*4-5*4-56 +.... 


1 

1—5*’ 
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sie kann folglich mit 


Q 


1 — = * 


bezeichnet werden, wenn man unter o einen nicht naher bestimmten 
positiven echten Bruch versteht. Die nunmehrige Gleichung 


yi — 




1.3.5 

2 . 4 . 6 ; 


1.3... (2£ — 1) 

“ r 2. 4...(2A‘— 2) " ’ 1 " 2.4.... (2*) 1 — *2 

benutzen wir zur Transformation der rechten Seite von Xo. 1), in- 
dem wir der Reihe nach 


x 2x 3r (n — l)x 

z — — y — , , .... 

n n n n 

?i, Q*, Q 3 , • • • fiir q setzen; diefs giebt 
arcsin x -f- s 

„ . I . i«+a» + 8i+...-H,-i)i 

* 2 

, 1-3 l* + 2* + 3*+.. . + («-!)* 9 
* r 2 . 4 a» * 

, 1.8.5 1® — {— 2® — 8 s — f— . . . +(« — l) 8 , 

+ 2 . 4 . 6 ‘ n 3 1 


“f“ 

1.8... (2A — 8) 1^-2 + 2^-2 + ... + (« — I) 2 *-* 
-t_ 2.4...(2A- — 2) ' a 2 *- 1 *' 


2Jt — 1 


+ 


1 . 3 . . . (2A — 1) 
2.4 (2X) 


( 9i 1* , g,2» , 


jr D 

f 

IT 

1 

1 ***+1 


f »»+i 

\ * / J 

1 


Da a; die Einheit nicht uberschreiten kann, so sind die Nenner 

•-©*- >-©’ 


positiv und sammtlich grofser als 1 — x 2 , mithin werden alle in der 
eingeklammerten Eeihe vorkommenden Brflche zu grofs, wenn man 
ihre Nenner gleich 1 — x 3 und statt , p 2 , — die Einheit 
setzt. Ferner sind jene Bruche positiv, und daher liegt ihre Summe 
zwischen Null und 

I s * + 2 2i + 3 2i + ....+•(« — 1)**. 

1— x a ’ 


SchlOmilch, algebr. Analysis. 6. Aufl. 


15 
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versteher. v.ir unter p eintn gev/issen positivea eckten Bruch, so ist 

nacli diesen Beruerkungeu 

cretin x — e 


: ' r -To 


1 1-J __ oa _i_ o 2 -r- — (a — l ) 3 3 

V 3 


1^8 — S'- — — \ n — ll 4 5 

‘ 2 T 4 ' « 5 

. 1.3.5 1-i — - 2 « -4- + <» — l) s 

‘ 2.4.6 * » r 




1 . 3..I2/- — 3'l 1-' — - — 2-*~ s -j- . . . 

2.4.. ('it- — 2) « 2l '“ 1 

1 . 3..(2tf— 1) l 2 --f-2 2l -i-. ... + (« — I) 21 ' 


1 |2l-2 

-ii — x 2 '- 1 


9 . r 2/.+l 


2.4... (2/) n* 1 * 1 1— x 2 

Es hat nunmehr keine Schwierigkeit. zur Grenze fiir unendlich wach- 
sende >1 uberzugehen; in diesem Falle wird namlich Lim e—0 und 
fiir jedes ganze positive p 


Lim 




p + 1 


mithin 

2i 


west/i x - 


+ 


_x . lx* l.Jx* 
1 -r 2 3 '2.4 5 

1 . 8..f2X — 3) x 2 '— ! 


1 . 3 . 5 x? 


+ ■ 


2.4.6 7 
1 . 3 . . (2A- — 1) *»+» 


2 . 4 . . (2X’ — 2) 2k— 1*2.4... (2X) 2*-f-l 1 — x 2 ’ 

0<P<1 5 

wobei der letzte Summand den Rest der Reihe darstellt. 

Um hieraus eine unendliche Reihe fiir arcsin x abzuleiten, geben 
■wir der Gleichung 2) die Form 

1 . 3.5...(2A — 1) px 2 ^ 1 


arcsin x ■ 


2 . 4 . 6 .... (a*) (24-+ 1) (1 — x s ) 


. I ?! + li* ?! , h*_J. * 7 , 

1^2 8 ‘1.4 5 ‘2.4.6 7 ^ 


1 . 3 . 5 . . . (2* — 3) x 2 *^ 2 


' 2.4.6... (2A* — 2) 24 — 1 
und lassen die bisher willktlrliche ganze positive Zahl Jc ins Unend- 
liche wachsen. Unter der Yoraussetzung, dafs x ein echter Bruch 
ist, haben wir Lim (x Wr+1 ) = 0, und da ferner 

1 . 3 . 5 . . . (24 — 1) p 

2. 4. 6.. .. (24) (24 — {— 1) (1 — x 2 ) 
eine endliche Grofse bleibt, so ergiebt sich 



Cap. IX. 

7" 1 x ® 

3) arcsin j — 


Die cyelometrischen Eeihen. 
1 . 8 r 5 . 1 . 3 . oar 7 . 


->27 


T 


2.45 ‘ 2 . 4.67 ' 

— 1 < £ 1 ‘ <-f" 1- 

Die bier vorkommende Reilie convergirt noch fiir x — + l und 
mufs daher in diesem Falle eine bestimmte endliche Summe liaben; 
ob letztere = arcsin (+ 1) ist, lafst sich aber aus dem Yorigon nicht 
erkennen und mufs daher besonders untersucht werden. Bezeiehnet 
u einen Bogen des ersten Quadranten, so gilt die Gleichung 


. - 1/1 C0S n 1 . . 1 / 1 — cos n 

sin J u = y Oder •£■ u = arcsin y - — - , 

■fforin das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist; fiir 
sin u — x wird cos u = y'l — x-, u — arcsin x, mithin 

, . l/r=yf=rp 

arcsin x = arcsin y = arcsin y, 

wobei y zur Abkiirzung dient. Lafst man x von 0 bis 1 gehen, so 
durchl&uft y das Intervall 0 bis mithin kann arcsin y nach 


Formel 3) entwickelt werden , namlich 

1 ' - 1 o , 3 5 , 

-arcsin x=y + g y 8 + 77^ +• • 


40’ 


-V 


i — yi — j- 8 


+ 


t [V 


+• • • ■ 


und diese Gleichung gilt von x = 0 bis x = + 1 inclusive, weil der 
grofste Werth von y immer noch weniger als die Einheit betragt. 
Nach der ersten Formel auf Seite 163 lafst sich die Wurzel 

1/ 1 - WeE 7 : 

r 2 — - 

fur alle, die Einheit nicht ubersteigenden x in eine Potenzenreihe ent- 1 
wickeln, dasselbe gilt von den verschiedenen Potenzen dieser Wurzel^ 
und man hat daher 

1 • 1 . 1 s . 1 B , 

2 2 ' 16 ' 256 ‘ 


+ 




4" 

Diese Doppelreihe gentigt den Bedingungen, welche nach §. 34 er- 
forderlich sind, um die Reihenglieder in Yerticalcolonnen zusammen- 

15* 
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nehmen zu diirfen. und daher ist fiir alle x von x = 0 bis x — -\-l 
inclusive 


arcsin x = 



Zufolge des in §. 31 bewiesenen Satzes mufs diese Reihe identisch 
mit No. 3 i sein ; man gelangt also zu keinem der Form nach neuen 
Resultate, void aber erfabrt man, dafs die Gleiehung 3) auf das In- 
tervall x = 0 bis x = — - 1 ausgedelmt vrerden darf, wenn sie friiher 
auch nur von x — 0 bis x — gegolten Mtte. Da beide Seiten 
derselben fur negative x gleichzeitig negativ werden, so bleibt sie 
aucli von x — 0 bis x — — 1 richtig. 

Aus No. 3) lassen sich Reihen znr Berechnung der Ludolph’schen 
Zahl herleiten, wenn man dem x einen solchen Zahlwerth ertheilt, 
dais arcsin x einen bekannten aliquoten Theil von it betragt; so er- 
halt man fiir x — 1 


4) 


,1 1,1-3 1 , 1.3.5 1 , 

2 =1+ o* ' 5 + 2.476 ‘7 + 


und fur x = 1 

«_1 ,1 1 1 . 3 

6 2 -t ~2 ’ 3 . 2 s 2 . 4 


5 . 2 8 


welche Reihe fur die numerische Rechnung stark genug convergirt 
Mit Hfllfe der Relation 


arceos x = -J n — arcsin x 

erhalt man leicht eine Reihe fur arccos x, namlich 

it x lx 3 1 . 3 x 8 

arccos x = - — - — - — — - — . 

2 1 23 2.45 


5 ) 


wobei man far seinen Werth aus No. 4) setzen kann. 

Aus den Gleichungen 3) und 5) ergeben sich wieder unendliche 
~ Beihen fiir arccsc x und arcsec x . Bezeichnet namlich x die Cose- 
-cante eines zwischen — \tc und + hrc liegenden Bogens u, so hat 
man 


esc u = x , sin u = - 
X 


mithin, wenn beide Gleichungen nach u aufgelost werden, 

1 


arecsc x = arcsin - : 

♦r 7 


die rechte Seite lafst sich nach No . 3) entwickeln, wenn man - fiir 

x 

x schreibt und beachtet, dafs - nie die Einheit ubersteigt. 

X 
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1st feracr u ein zwisclien 0 und rt liegender Bogen, x seine Se~ 
cante, so gelten die Gleichungen 

1 


sec u = x : cos it = 

x 


arcsec .r = arccos 


wo die rechte Seite nach Formel 5) entwickelt werden kann. 


§. 51. 

Die Reihen fur arctan x und arccot x. 

Zur Entwickelung einer Reihe fur arctan x benutzen wir den in 
§. 18 bewiesenen Satz, dafs arctan x als der Grenzwerth betracbtet 
werden kann, welch em sich der Ausdruck 


1 + 


+ © >+( 7 ) 


• + + 


1 + 


1 

r(B— l)x\* 

l * ) - 


bei unendlich wachsenden n nahert, und dafs hiemach die Gleichung 
besteht (§. 18, Xo. 12) 


1) arctan x = ±x — $■**-!- ^x 5 


■f* 7 ' 


■x 4 *- 1 + 


Q 


. r li+1 

W— i“ ' «-fl* 5 

worin q einen nicht naher bestimmten positiven echten Bruch be- 
zeichnet Aus Xo. 1) folgt namlich 

aretan x — q 


4/fc + l 


—■}•* — i * 3 + £* 5 — • 


■ x 4 *- 1 , 


' 4A — 1 

und wenn wir voraussetzen, dafs der absolute 'Werth yon x die Ein- 
heit nicht iibersteigt, so wird bei unendlich wachsenden h 

x &+ 1 


Lim 


mithin 

2) 


4A- 1 


arctan x : 


r x — i* 8 + £* 8 — t* 7 4 

Im Fall der absolute Werth von x mehr als die Einheit betragt, 

lafst sich diese Formel nicht anwenden; man hat aber 

, 1 

arctan x = in — arctan - 
* x 

und da jetzt Jj^J < 1 ist, so kann der Subtrahend nach Xo. 2) ent- 
wickelt werden, wodurch man erh&lt 
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2 Ijt ’ 3 ° W 


l<-<- 

— X — 


■ 1. 


Hiermit ist gleiehzeitig die Aufgabe gelost, Eeihen fiir arccotx 


zu finden. Man hat namlich allgemein 


4) 


arccot x = arctan - = i x - 
.r 


■ arc fa n x 


und hier setzt, man fiir arctan x die Eeihe 2} oder die Reihe 3), je- 
nachdem der absolute Werth von x weniger oder mehr als die Ein- 
heit betragt. 

Die Gleiehung 2) liefert Reihen zur Berechnung von nr, wenn 
man dem x einen snlchen gebrochenen Werth ertheilt, dafs arctan x 
eincn aliquoten Theil der Kreisperipherie ausmacht. So erhalt man 
z. B. fur x — 1 die schon in §. 49 entwickelte Formel 

* 1 1.11, 
l-j-g-rg-y-t---*-, 

femer fur x — wobei arctan x = \tc wird, 

V3 * 

3r = 2 1 3 (l — 3 3 i + 5 3 * ~ 7 7 3 s + )• 

Am vortheilhaftestcn geschieht die Berechnung von n auf fol- 
geudc Weise. Fur echt gebrochene a und ,i gilt die Formel 

K + P 


arctan a. -f- arctan 3 = arctan ■ 




wahlt man hier a und 3 so, dafs 


* “f - P i . . -i • a 1 a 

-~ 5 = 1, mithxn jS = — — 

1 — np 1 + “ 


ist, so wird die vorige Gleiehung zur folgenden 

5 ) 


, 1 — a 7t 

arctan a + arctan — ■ — = 

1 + a 4 


und hier lassen sich die linker Hand vorkommenden B5gen nach For- 
mel2) entwickeln, namlich 


6 ) 


1 = — +i« 5 — |« 7 + .. 


i 1 f 1 — ifi-*V i i/i-«v 

T ili+«j 3U + «J ' r 5U-l-«J 

Hieraus ergiebt sich z. B. fur a = | 
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wonach die Reclmung sehr leicht ist*). 


Capitel X. 

Die Funcdoiien eoniplexer Variabelen. 

§. 52. 

Ubergang zu den complexen Zahlen. 

Vergleiclit man die in §. 41 imter Xo 14) und 15) entwickelten 
Formeln 

e *-y _j_ e -*u 


1) 


2 ) 


= 1 + 


*V 


3 C 4 // 4 


K Q t / 6 


1 . 2 . 3.4 1 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 
e *y — e—*y 




2 x 

y 5 


* ®y 7 


1 1 1 . 2.3 ' 1 . 2 . 4. 5 1 1 . 2. ..7 
mit den fiir cos y und sin y geltenden Formeln 

3) cos y = 1 


?/- . y* y 6 


1.2 ' 1 . 2 . 3. 4 1 . 2.. .6 


4) 


SHlt/ = y 


. 7 ° 


1 . 2.3 1 1 . 2 . 3 . 4. 5 
so findet man in so fern eine auffallende tTbereinstimmung zwischen 
beiden, als in den Reihen 1) und 3), sowie in den Reihen 2) und 4) 
dieselben Potenzen von y und dieselben Nenner vorkommen. Es liegt 
daber nahe, die genannten Reihen zur volligen Coincidenz zu brin- 
gen, indem man die noch ’willkiirliche Constante x so wahlt, dafs 

X 2 = 1, * 4 =+l, Jt®== — 1, 5t 8 = — J— 1 , .... 

ist. Diese unendlich vielen Bedingungen, denen % gleichzeitig ge- 
nugen soli, reduciren sich auf eine, ■weil aus der ersten G-leichung 


*) Die cyclometrischen Reihen sind fast gleichaeitig von Jac. Gregory, Leib- 
nitz und Newton gefunden worden (Brief von Oldenburg an Leibnitz v. 12. April 
1675, von Leibnitz an Oldenburg v. 27. Aug. 1676 und von Newton an Leibnitz v. 
24. Oct. 1876); die Formal 6) riihrt von Euler ber ( Introd. in Anal, wf, T. 1). 
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x* = — 1 alle iibrigen folgea, wenn man jene anf die zweite, dritte 
u. s. w. Potenz erhebt. Man erhalt nun 


*— V— i 

und da fflr diesen Werth die Reihen 1) und 3), sowie 2) und 4) zu- 
sammenfallen , so miissen auch die linken Seiten jener Gleichungen 
identisch werden; diefs giebt 

eUV-i-L- 

5) = CO.1l/, 


6 ) 


'XV - 1 e —w-\ 


oder auch, wie man leicht findet 


sin y, 


7) y'- 1 = cos y -f- y — 1 sin y, 

8) e~ — cos y — y — 1 sin y. 

In dem Auftreten der imaginSren Zahl y~ T liegt bier nicbts 
Cberraschendes , ja es hatte sich sogar bei einiger Aufmerksamkeit 
voraussehen lassen, dais der Versuch, den Cosinus und Sinus durch 
Exponentialgrofsen auszudriicken , auf etwas Unmogliches fuhren 
mufste. So lange namlich eine positive reelle Zahl bedeutet, so- 
lange ist e* y eine Function, welche bei wachsenden y fortwahrend zu- 
nimmt, wahrend e~*' J immer abnimmt, ohne negativ zu werden. Hier- 
aus folgt, dais die Function 


9) 


mit y gleichzeitig unendlich wacbst und immer positiv bleibt. Diese 
Eigcnschaften stimmen aber nicbt zu denen des Cosinus, welcher im 
Gegentheil eine zwischen + 1 und — 1 hin und her oscillirende Func- 
tion bildet. Ihnlich verhalt sich die Sache mit dem Ausdrucke 


10 ) 


p*y . 


e —*y 


2 » 


welcher gleichzeitig mit y unendlich wachst, ohne negativ zu werden. 
Es darf daher nicht befremden, dafs kein reeller Werth von x existirt, 
fiir welchen die in 9) und 10) verzeichneten Ausdrflcke mit cos y imd 
sin y zusammenfallen, sowenig wie man eine Curve von ungefahr pa- 
rabolischer Gestalt mit einer wellenformigen Linie zur Deckung brin- 
gen kann. 

Trotzdem enthalten die Gleichungen 7) und 8) ein immerhin be- 
merkenswerthes Resultat; sie geben namlich zu erkennen, dafs die 
Function c* in zwei neue Funetionen (cos y und sin y) zerfallt, wenn 
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die Yariabele s imagin&r = y wird. Diefs ist gewissermaafsen 
ein vom Calcfll selbst ertheilter Fingerzeig, bei der Betrachtung von 
Functionen sich nicht auf reelle Yariabele einzuschranken. Um die- 
ser Weisung in vdlliger Allgemeinheit nachzukommen, werden wir uns 
ixn Folgenden die Variabele einer Function als sogenannte complexe 
Zahl x + y V — 1 denken, weil in dieser Form sowobl die reellen 
als die rein imaginaren Zahlen enthalten sind, jene fur y = 0, diese 
flir x = 0. Sowie nun die Function einer reellen Yariabelen meistens 
eine reelle (abh&ngige) Yariabele ist, so lafst sich voraussehen, dafs 
die Function einer complexen Variabelen im Allgemeinen wieder eine 
complexe Za.b1 sein wird; demnach darf man erwarten, dais eine 
Gleichung von der Form 

A x + y V— y) V— i 

bestehen wird, und die Aufgabe ist, die beiden reellen Functionen 
rf(x, y) und il'(x, y) zu bestimmen, in welche eine gegebene Function 
f(g) zerfallt, sobald an die Stdle der reellen Variabelen e die com- 
plexe Yariabele x + y y — 1 gesetzt wird. Meistentheils bedarf es 
hierzu neiierDefinitionen, denn die bisher gegebenen Erklarun- 
gen der Functionen 

si 1 , a % , log s, 

sins, coss, tans, cots, secs, esc s, 
arcsins, arccoss, arc tans, arccotz, arcsecs, arccsc s 

setzen stillschweigend ein reelles s voraus, und daher hat vorlaufig 
z. B. a?^- 1 ebensowenig einen angebbaren Sinn als die trigonome- 
trische Tangente des imaginaren Bogens y y — 1. Aus demsdben 
Grande ist die Ableitung der Formeln 7) und 8) keineswegs streng; 
sie sollte nur zur Einleitung in die Theorie der imaginaren Zahlen 
dienen. 

An das erwahnte Problem kniipft sich noch ein zweites. Die 
verschiedenen Functionen besitzen namlich charakteristische Eigen- 
schaften, die aus der Elementarmathematik hinreichend bekannt sind, 
z. B. 

. I'P = 

«“ . a? = a“+®, 
log u-{- log v = log («?>)> 
n. s. Wtj 

aber eben diese Gleichungen werden dort nur fur reelle Werthe 
der Variabelen u und v bewiesen. Ob nun jene Gleichungen auch 
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bei complexen u und v richtig bleihen. das bedarf wieder einer neuen 
Untersuchung *). 


§. 53. 

Die algebraischen Fsacticnen eomplexer Variabelen. 

Zur Abkttrzung bezeiclinen wir kiinftig die imaginare Einheit 
V — 1 mit i und nehmen die 'Wurzel im absoluten Sinne: es finden 
daher folgende Gleichungen statt 

J/. 1, 1 ,■»_+! 

^ I i S - — M i } i 5 — ^ 2* ^ 2 "* — f } 1 9 2, . * . « 

Zwei complexe Zahlen x -f iy und $ + nennen wir gleich, 
wenn ihre reellen, sowie ihre imaginaren Theile gleich sind, namlich 
x = |? und y = r. Eine Gleichung zwischen zwei complexen Zahlen 
ist demnach ein Complex vcn zwei Gleichungen zwischen reellen 
Zahlen. 

Die Addition zweier complexen Zahlen definiren wir durch die 
Gleichung 

2) (•* + iy) - 7 - (5 + lr i) = (* + 1) + l \y + v) 

d. h. unter der Summe der complexen Zahlen x-\-iy und £ + i>] ver- 
stehen wir die neue complexe Zahl x -j - 1 + i {y + welehe ebenso 
gebildet ist, als wrenn i ein reeller Factor ware. 

Die Subtraction betrachten wir als das Umgekehrte der Ad- 
dition; der Unterschied der beiden complexen Zahlen X + iY und 
x-{ -iy ist hiernach diejenige noch unbekannte complexe Zahl u-\-iv, 
welcher die Eigenschaft 

A+ iY= {x + iy) + (u + iv) 
zukomml Nach No. 2 ) ist diese Gleichung einerlei mit 
A -f- 2 1 = (j? -f- u) -4- 2 (y -j- «) 

und hieraus folgt 

A'=x+u, Y=y-\-v 

mithin 

u =X — x, v=Y — y. 

Yermoge dieser Werthe ist 

3) (A'+ iY) -(x + iy) = (A - x) + i(Y- y ) ; 

die Subtraction geschieht daher ebenso, als wenn i ein reeller Coef- 
ficient ware. 


*) Es gebSrt zn. den Verdiensten Cauchy’s, die obenerwahnten Probleme zn- 
erst als nothwendige erkannt und im Wesentlichen gelost zn baben {Centra d’AnaL 
alg&br.). 
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DieMultiplication erfordert wieder eine neue Definition, nnd 
zwar verstehen wir der Analogie wegen unter dem Producte von 
x + iy und | + ir ; denjenigen Ausdruck, der ebenso gebildet ist, als 
hatte man diese complexen Zablen wie reelle Factoren multiplidrt 
und i* — — 1 gesetzt; die Gleicbung 
4) (* + >y) (I -+- m) = H — yn) + + y£) 

enthalt daher die Erklarung der Multiplication. 

Die Division betrachten wir als die Umkehrung der Multipli- 
cation, d h. wir bestimmen die in der Gleichung 


x + iy 


= u -f- IP 


X+iY 

vorkommenden Dnbekannten u und v durch die Bedingung 


x + iy = (J + iY) (« + iv) — (Xu — Yv) -f- i -|- Yu). 
Hieraus folgen die Gleicbungen 

Xu — Yv — x, Xv -(- Yu = y, 

welcbe geben 

Xx+Yy Xy — Yx_ 

U X s + Y 2 ’ V X 2 + Y** ’ 
nacb Substitution dieser Wertbe haben wir 


x + iy Xx + Yy Xy — Yx 

' x+ir~x* + r 2 a ' 2 + j’ 2 * 

Zu demselben Resultate gelangt man aucb dadurcb, dais man Z&hler 
und Nenner des linker Hand stebenden Bruches mit X — iY multi- 
plicirt und die Gleicbung fX + il 7 ) (X — iY) — X s + Y 3 beachtet; 
fur die Praxis ist dieses Yerfabren bequemer als das vorige. 

Zu einer anderen Metbode der Multiplication und Division fubrt 
folgende Bemerkung. Irgend zwei gegebene reelle Zahlen x und y 
kann man sich immer als recbtwinkelige Coordinaten eines Punktes 
der ary-Ebene construirt denken und dann ist es aucb moglich, die- 
selben durch Polarcoordinaten auszudrucken ; man setzt zu diesem 
Zwecke 

x = r cos 0 , y =r $ 2 n 0, 
und findet fur r und 8 die reellen Werthe 

6) = +y*, 

7) tan 8 = 8 = arctan - + kit, 

x x~ 

worin k eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet Demnach l&fst 
sich jede complexe Zabl x + iy unter der Form 

8) x -f- iy = r(cos 8 + i sin 8) 

darstellen; hierbei nennt man r den Modulus der complexen Zahl 



236 


Cap. X. Die Function tn complexer Yariabelen. 

x iy und nimmt ihn stets im absoluten Sinnc; das Quadrat des 
Modulus heifst die Norm, 9 die Amplitude. 

Handelt es sich nun um die Multiplication zweier complexen Zah- 
len x + iy und x -j- iy, so bringt man dieselben erst auf die Formen 
r(cos 9 4* i sin 9) und r(oos 9' -f- i sin 9') und hat dann 
r(cos 9 -f” sin 9) . r (cos 9' -j- i sin 9’) 

= rr [cos 9 cos 9' — sin 9 sin 9' i(s/n 9 cos 9' -|- cos 9 sin 9')] 

= rr [ cos (9 -J- 9') -j- * sin (9 + ®*}]> 

der Modulus des Productes ist also das Product der gegebenen Mo- 
duli, und die Amplitude des Productes ist die Sumnie der friiheren 
Amplituden. 

Durch mehrmalige Anwendung dieser Regel gelangt man zu der 
allgemeinen Formel 

9) r 1 (cos9 1 4-Jcmi®^ . r^(cos 9, -j- i sin 9 a ) . . . . r m (cos 9 m ism 9 m ) 

— r i r g ... r m [ cos (®!+®| +•••+ ®b») 4" * sin (®i 4" + • • • + ®m)]> 

worin m eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet 

Auf ahnliche Weise kann die Division ausgefiihrt werden. Mul- 
tiplicirt man namlich Zahler und Nenner des Bruches 

r (cos © — {— *' sin 9) 
r (cos 9' 4- * sin 9') 

mit p ( cos 6' — i sin 9'), so erhalt man im Nenner die Einheit, mit- 
hin ist der gesuchte Quotient 


( cos 9 i sin 9) ( cos 9’ — i sin 9') 

r 

j * 

— p \cos 9 cos 9’ 4- sin ® sin 9' 4~ * (sin 9 cos 9' — cos 6 sin 9')] 

= p [ cos (9 — 9') 4 " ' sin (9 — 9')] 

Oder zusammen 

r (cos 9 4" * sin 9) r _ 

10 > y ? i a - fi = ? [-(»-»)+■ - e - > )]■ 

Diese Divisionsregel lafst sich ebenso leicht in Worte fassen trie die 
vorige Multiplicationsregel. 

Die Potenz entspringt bekanntlich aus der Multiplication, in 
so fern man bei ganzen positiven m unter s m den spedellen Werth 
versteht, welchen das Product 8 X . 0 a ... s m for js x =>=$„ =...==«„ 
annimmt Diese Definition benutzen to auch bei complexen e und 
bezdchnen demgemafs mit [r (cos 9 4 - i sin 9)] m dasjenige, was aus 
dem Producte in No. 9) hervorgeht, wenn alle r und 9 gleich genom- 
men werden; diefs giebt die Formel 
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11) [r (cos 9 -f- i sin 9)]“ = r m {cos mi -|- i sin mi), 

welche unter dem Namen des Moivre’schen Satzes bekannt ist*). 
Wie bei reellen s, so versteben wir auch bei complexen s unter 

m 

e n diejenige Zabl, deren w te Potenz gleicb g m ist; setzen wir dem- 


12) [r(cos 9 -4- * sin 9)] n = q(cos ij -{- i sin rj), 

wo q und rj vorlaufig unbekannt sind, so mufs die Gleicbung gelten 
[r{cos 9 — j — z" sin 9)] m = [p(eo.s rj -f- i sin ?j)] n . 

Unter der Voraussetzung ganzer positiver m und n konnen wir diese 
Gleicbung durch die folgende ersetzen 

r m (cos mi i sin mi) = o * ( cos nr] -j- i sin nr}) 

welcbe zerfallt in 

Q n cos nt} = r m cos mi , Q n sin nr} = r m sin mi. 

Quadrirt und addirt man diese Gleiebungen, so erbalt man 

m 

Q- n == r* m oder g — r n , 

wobei q und r im absoluten Sinne zu nebmen sind. Nacb Substitu- 
tion des Wertbes von q gehen die vorigen Gleichungen uber in 
cos ntj = cos mi, sin ntj = sin mi, 

und diese konnen nur dann zusammen bestehen, wenn die BSgen nt] 
und mi um ein Vielfacbes der Kreisperipberie von einander differiren; 
demnacb ist, unter Je eine ganze positive oder negative Zabl ver- 
standen, 

mi 2kn 


nr} — mi = 2 kn, rj ■■ 


und nach No. 12) vermoge der Wertbe von q und rj 

. «... ? T . . . mi + 2Aw"| 

13) [r(cos 9 1 sin 9)]" = r n I cos J- 1- i sin ■ I. 


n n J' 

In Folge des Umstandes, dafs far Jc jede ganze Zabl zwischen — oo 
und + oo genommen werden darf, scheint die reehte Seite der Glei- 
cbung 13) unendlich viel verscbiedene Wertbe zuhaben; bei genaue- 
rer Ansicbt reducirt sicb aber diese Zabl. Ertbeilt man nSmlicb dem 
Tt ein Mai den individuellen positiven Wertb Ji, das andere Mai den 


Wertb h + n, so erbalt der Bogen 
cbenden Wertbe 


mi + 2 Ttrc 


n 


die beiden entspre- 


mi ■ 


■ 2 hit , mi -+- 2 An 
und 1 


• 2 it. 


und diese Bogen baben gleicbe goniometriscbe Functionen. Dasselbe 


*) MisccUanta anaZytica , 1730, T. I, 
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gilt von den Fallen k — h -j- 2n, It 4- 3 h etc.; will man also Wie- 
derholungen vermeiden , so braucht man bei positiven k nur k = 0, 
1, 2 ... (n — 1) zu nelimen. Ferner andert sich die rechte Seite der 
Gleichung 13) nieht, wenn man einmal k = — h und das andere Mai 
k= n — h setzt; die negativen It liefem also keine neuen Besultate. 

m 

Demnach hat die Potenz [>- [cos 5 — i sin i)] B nur n von einander ver- 
schiedene Werthe, die aus der Gleichung 13) durch die Substitutio- 
nen k = 0, 1 , 2, ... (» — 1) kervorgehen. 

Um noch den Fall zu betrackten. wo der Potenzexponent eine 
positive Irrationalzahl a ist, nehmen wir erst k gleich einem Yiel- 
fachen von in, etwa k — hn und lassen in der nunmehrigeu Gleichung 


m 

[r(co.v S — (— sin 9j] n 



wf9 -4- 2 ha) 
n 


-f- i sin 


m(i -j- 2//^) l 
n J 


m und n gleichzeitig ins Unendliche wachsen, jedoch so, dafs Lim — 
== u ist. Wir erhalten 

14) [r(cos 6 -j- i sin 9)]^ = r^cos u'i 2in) -}- i sin fi(i -{- 2/9.t)J • 

die Zahl Ji bleibt hier willkiirlich, und die rechte Seite hat unendlich 
viel verschiedene Werthe. 

Ist endlich der Potenzesponent eine negative Zahl — p, so ver- 
stehen wir, bei complexen wie bei reellen s, unter z~ p den recipro- 
ken Werth von z T . Hiemach ist z. B. bei ganzen positiven m 

j>(«w 9 -j - 1 sin 6)]~ = ^ cos g _j_ ,• s [ n ojm r m ( cos _j_ Sl - H 

= r~ m (cos mi — i sin mi); 

ahnlich verhalt sich die Sache in jedem anderen Falle. 

Es lafst sich nunmehr auch die Frage entscheiden, ob die in 
der Gleichung 

^ = {zzf- 

ausgesprochene Haupteigenschaft der Potenz ihre Giiltigkeit bei com- 
plexen e behalt. So ist z. B. im Falle [t = wenn 

s = r ( cos 6 4“ * fy > s' = r [cos i' -{- i sin 9') 

gesetzt und auf gewohnliche Weise multiplicirt wird, 

m m 


=r*£c<« 
— (rr) n ^ 


. . m%-^~2knT\ ,{£ 


-isin 


"J 


71 71 

TTi 9 ) — J— 2 {k — j— k ) JP 


[• 


. . mQ'-{-2k'Tc 
cos \-ism L 


G 


. . M (8 + 9') + 2 (A -MV 

• i sin — - — ‘ — — — — ' 


G- 


n 


n 
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schreibt man 7i far & + Jc und beachtet, dafs jetzt h eine ebenso be- 
liebige ganze Zahl ist vie 1: in Xo. 13), so hat man 

J* . A - ( f o* [ CT » -g .+ + <„■« + •] + 

m 

= J rr (9 -f- S') -f- i sin (9 -|- 9')] J * 

m 

= («')*. 

Wie man sieht, bleibt der erwahnte Satz ungestort, nur mufs man 

m 

ihn genauer so aussprechen: irgend einer der Werthe von mul- 

m 

tiplicirt mit irgend einem der Werthe von s' n , giebt einen Werth von 

771 

(zz’y . Man wird leicht bemerken, dafs der Satz in dieser Fassung 
auch bei jedem anderen Exponenten gilt. 

§• 54. 

Anwendungen der vorigen Satze. 

I. Unter der Yoraussetzung eines ganzen positiven m ist nach 
dem Moivre’schen Theorem 

cos mi -)- i sin mi — (cos 8 -(- i tin i) m , 

wobei die rechte Seite ein Product aus m gleichen Factoren darstellt. 
Da die Multiplication bei complexen Factoren auf ganz dieselbe Weise 
geschieht wie bei reellen Factoren, so kann die Entwickelung jenes 
Productes mittelst des binomischen Satzes geschehen und giebt 

cos mi -j- i sin mi 

— («) 0 cos m i ~j- (m)i 1 cos m ~ l i sin i -)- (m) 2 i 2 cos m ~ * i sin 3 0 -)-••• • 
Xach Substitution der Werthe von i a , i s , i* etc. zerfallt die rechte 
Seite in einen reellen und in einen imaginaren Theil, mithin ist durch 
Vergleichung 

cos mi = (m) 0 cos m i — (m) t cos m ~ s sin 2 i 

-|- (m) 4 cos m ~ * sin 1 i — . . . ., 
sin mi = (mjj cos m ~' i sin i — (/«) s cos m ~* $ sin 3 i 

-|- (m) s cos m ~‘ sin 5 i — .... 

Diese Formeln stimmen mit denen uberein, welche in §. 44 auf an- 
derem Wege entwickelt wurden. 

II. Die Auflbsung der Gleichung x n — 4- 1. Die vor- 
stehende Gleichung giebt 

* = (+!)", 

d. i. nach Formel 13) des vorigen Paragraphen, wenn r=*l, i =0 
und m = 1 gesetzt wird, 
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2kjt 


■ cos- 


. . 2Xjr 
i sin , 

n 


1 0» 1» 2, . . . ( n 1). 


Bei geraden n lassen sich die Werthe von h folgendermaafsen ordnen: 
k = 0, 1 , 2 , (|« — 1 ), 

\n, n — l, n — 2, (i« + 1J, 

dagegen bei ungeraden n: 

k — 0 , 1 , 2 , ...tfa — 1). 

n — 1, n — 2, n — 3, . . . + 1). 

Hiemacb sind fttr gerade n die Werthe von x: 


1 ) +1 

2« , . . 2w 

cos (- i sin — 

n n 

4ft , . . 4ft 

cos f- i sin — 

n n 


— 1 


cos 


2ft 


i sin 


2ft 


n 


n 


cos 


6 ft 


i sin 


6ft 


4ft . . 4ft 

cos z sin — , 

n n 

6ft . . 6ft 

cos i sin — , 

n n 


in — 2)ft . . (n — 2 )jz (n — 2)ft . . (n — 2)ft 

cos ^ i sin — , cos - i sin — ; 

n n n n 

bei ungeraden n dagegen bat x folgende Werthe: 

2 ) + 1 , 



2ft 

+ 


2ft 


2ft 


2ft 

COS 

— — 

i sin 

■ > 

COS 

— 

— * sin 

j 


n 


n 


n 


n 


4ft 

+ 


4ft 


4ft 


4 ft 

COS 

— — 

i sin 

y 

COS 

— 

— i sin 

' » 


n 


n 


n 




6ft 

+ 


6ft 


6ft 


6ft 

COS 

— 

i sin 

* 

cos 

— 

— i sin 



n 


n 


n 


n 


(« — 1 )» , . . (n — l)ft 

cos fr- i sin ? 


cos 


(a — l)n 


i sin 


( n — l)ft 


In alien Fallen, wo sich die Theilung der Kreisperipherie in 2n 
gleicbe Theile geometrisch ausffihren Iafet, kann man die Werthe der 
vorkommenden Cosinus und Sinus algebraisch darstellen. So ist z. B. 
fQr n = 5 

cos cos #80 — 
o 4 

und wenn man hieraus cos cos |-st, sin sin berechnet, so 
findet man, dafs die Gleichung 

x 5 = l 


folgende Wurzeln hat: 
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_*i — hi, 

-1 , .VlO + ai/6 _V5 — 1 . VlO 4-21/5 


V 5 — 1 , .VlO + 2 1/5 

4 ' * 4 ’ 

V5 + 1 , .VlO — 2V5 

4 H 4 - » 


y 5 + 1 , .KIO — 2V5 V5+1 .VlO — 2^5 

x 4 — 4 r 1 4 j ^5 4 2 4 • 

HI. Die Aufldsung der Gleiehung #”= — 1. Durch Auf- 
losung dieser Gleiehung erhalt man zunachst 

* = (— 1 )» 

und nachher aus Formel 13) des vorigen Paragraphen fiir r = 1, 

9 = jt, m — 1, 

( 2 /i- + 1 )» , . . ( 2 A- 4 - 1 )» , „ . 

x = co# ^ 1 sui - — — ■, A = 0 , 1 , 2 , ... (a — 1 ), 

n n 

Demzufolge hat a: bei geraden n die Werthe: 

o\ , . 70 70 • . 

6) cos h 1 si/i co$ 2 sin 

7 ” n n 


TO , . 7E 

COS 1- 2 S/rt 

/2 « 

3,t , . . Zto 

COS {— Z ^72 , 

n n 

5?c , . . bn 

cos \~ 1 sin — , 

n n 


(n — 1)jt t . . (72 — l)n ( 71 — 1)tt . . in — 1)tc 

cos f- 1 sin - , cos 1 sin — ; 

n n n n 

dagegen gelten bei ungeraden n folgende Werthe von x: 

4) -1, 


70 

+ 


70 


7t 


70 

COS - 

i sin 


cos 

i sin 


n 


n 


n 


n 

Zn 

4- 


3 70 


3 it 


Ztc 

cos 

i sin 

j 

cos 

— — 

i sin 


n 


n 


n 


n 9 

5* 

4- 


5 TO 


bit 


6 n 

cos 

i sin 

> 

cos 

— — 

i sin 

5 

n 


n 


71 


n 


■ 2)71 . . (a- 

1— 1 sin — 


(a — 2 )js 


(a — 2)w 


IV. Das Theorem von Cotes*). Nach einem hekannten 
Satze, dessen Beweis man auch im Anhange findet, lafst sich jede 
ganze rationale algehraische Function 
5) /(a-) = *• 4 - « I*" -1 4- 4 - • • • + a n-x * 4- 

in Factoren ersten Grades zerlegen, sobald es gelingt, die n Wurzeln 


*) Haimonia mensur. 1722. p. 114. 
SchlCmilch algebr. Analysis. 6. AnfU 


16 
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der Gleichung f(x) = 0 zu finden; heifsen letztere sc u x a: x 3 ...x n , 
so ist namlich 

6) /(*) = (x — x t ) (x— x 3 ) (x — x 8 ) . . . (x — x„). 

Diesen Satz wenden wir zuerst auf die Function f(x) = x n — 1 an 
und haben dann statt , x * , . . . x n die unter No. 1) oder No. 2) 
verzeichneten Werthe zu setzen, jenachdem n gerade oder ungerade 
ist. Dabei lassen sich je zwei conjugirte complete Factoren zusam- 
menzieben und liefera ein reelles Product, weil 

[ x — (cos 9 + * sin 9) j jx — (cos 9 — i sin 6)| 

= (x — cos 9)* — (/ sin 9) 2 = x 2 — 2x cos 9 + 1. 

Hiemach ist fiir gerade n: 

x n — l 


= (x s — 1) ^x 2 — 2x cos ^ -J- 1^ ^x* — 2x cos ^ + 1^ 
dagegen fiir ungerade n: 


■ 2x cos 


(n — 2)» 


+ 1 


)■ 


x» — 1 


: (x — 1) ^x 2 — 2x cos ^ -)- 1^ ^x 2 — 2x cos ^ + 1^ . . . , 


^X 2 — 


2xC os^h + l 


> 


Setzt man x = ^ und multiplicirt mit so wird fur gerade »: 

7) a n — b n 

= (a* — i 2 ) ^a 2 — 2ab cos -f- i 2 ^ ( a * — 2ab cos^-f-i 2 J . . . . 


und bei ungeraden n: 

8 ) 


. . 2 — 2 ab cos — — -j- 


a n — b n 


= (a — b ) ^0* — 2ab cos ~ — 2ab cos ^ .... 


. . . . (fl* — 


2 ab cos 


[n — 1)tt 




Zwei abnliche Formeln entstehen, wenn man die Gleicbung 6) 
auf den Fall f(x)=x n -\- 1 anwendet und fur x 3 , ... x n die in 

No. 3) oder No. 4) verzeichneten Werthe setzt. Fur x = ? erhslt 

b 

man schliefslich bei geraden n: 
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9) a n + b n 

■■ — 2ab cos - -f- ^a* — 2 ab cos ^ -f- i*) .... 


.... ^a* — 2 ab cos — — + ^ *)» 

and bei ungeraden n: 



Xicht ohne Interesse ist die geometrische Bedeutung dieser rier 
Gleichungen. Ein mit dem Halbmesser GB — b ans dem Mittel- 
punkte G beschriebener Kreis sei namlich in 2n gleiehe Theile ge- 
theilt und es m5gen B 0 , B t , B a , . . . B itl _ x die 2 n Theilpunkte der 
Peripherie heifsen; verbindet man diese mit einem auf dem Radius 
CB 0 oder dessen Verlangerung befindlichen Punkte A, far welchen 
GA=a ist, so hat man folgenden Satz: das Product aller Strah- 
len gerader Nummer AB 0 , AB t , AB 4 , ... AB tn _ t ist gleich 
AG n — BO" oder = BC n — AG jenachdem der Punkt A 
aufserhalb oder innerhalh des Kreises liegt, und das Pro- 
duct aller Strahlen ungerader Nummer AB X ,AB S , ...AB iU _ x 
ist immer gleich AC" -(- B(T. 

V. Eine andere Form gewinnen die Gleichungen 7) bis 10) 
wenn man 

a i -4-£ s =«, 2 ab=(i 

setzt, woraus folgt 

a + i = ft a — 4 = y 0 — ft 

—V 



bei umgekehrter Anordnung der Factoren erhalt man namlich aus 7) 
und 9) far gerade n: 

11) + jS cos -j- jS cos -j- (3 cos — — 


12) + p cos ^ + § COS -f- § i 





16 * 
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und analog aus 10) und St fiir ungerade n: 

10l (" . a ■ , 4:r\ ( I n — ljn^ 

13) I « -j- p COS — J I O -pJ COS — 1 ... I « -p p cos 1 

l{ 2 1 J “V 2 J j’ 

14) -p j3 COS |^K -p |3 COS — j .... -p j3 ff/,9 — J 


= l — j^V** ( 

y a — jJ (V 2 J v. 


— — j3 : 


■ff- 


Diese Formeln gestatten folgende geometrische Amvendungen. 
a. Denkt man sich aus den Halbacksen a und b < a eine El- 
lipse construirt, einen Brennpunkt derselben zuxa Anfangspimkte eines 
Polarcoordinatensystemes genommen und die positive Seite der Polar- 
achse nach dem nacksten Hauptscbeitel hin gelegt, so bestelit zwi- 
scken dem Polarwinkel i) (der sogenannten vahren Anomalie) und 
dem zugekorigen Brennstrakl r die bekannte Polargleickung 


b i 


a -f- y«® — b 3 cos 9 


oder a -j- y«f* — A® cos ■& = 


b* 


7T 2 t 

Den Werthen # =0, — u. s. w. m5gen die Veetoren r„, r., 

’ n n n ° °’ 11 

r 2 , r 3 u. s. w. entsprechen, die zusammen einen Biisckel bilden, worin 

<-y* 

jeder Strahl xnit dem folgenden den Winkel — einschliefst; fiir 
a = a. ft — y a 3 — b 3 

ergiebt sick nack diesen Bemerkungen aus No. 11) 

A* b* b 3 b » / a — 6 \i”j 

r s r s r t' r n- 3 ~ b l\ 2 ) V 2 ) (' 

Umgekehrt ist also far gerade n: 

24" A B— 1 


2l* b n 


15) 

und nack Formel 12) 

^■®) Ws — M . : ,j„ . rrir> 

(a+i)4 n -j-(a — i)i n 

auf analoge Weise wird aus No. 13) und 14) fiir ungerade ».* 

17) r,r,r, ...r., (tt+j+jQ 

J [a + b$ n -f- (a — b )*” 

181 r r r r (V^M - 
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Hultiplicirt man die Gleichungen 15) und 16) ebenso 17) und 18) 
und setzt noch die Factoren r 0 r„ — h 2 binza, so gelangt man zu der 
Formel 

2“ i*" +1 

19) r.r, V ,...r.- (a + }) ,_ r 

welche far jedes ganze positive n gilt und sich aucb aus No. 11) er- 
giebt, wenn man 2n an die Stelle von n treten lafst. 

b. Bebufs einer zweiteD Anwendung der Formel 11) nebmen wir 
den Mittelpunkt der vorigen Ellipse zum Anfange und die kleine 
Halbachse b zur Acbse eines Polarsystemes R, Q; die Polargleicbung 
der Ellipse ist dann 

(R sin &\ a . fRcos@\ a 


^ sin ® J 2 _j_ ^ cos ! 

oder nacb einer leicbten Umformung 


a a + b 2 a* — b a 

cos i 

2 1 2 




Der recbte Winkel zwiscben a und b sei nun in n gleiche Tbeile ge- 
tbeilt, und es mogen den Polarwinkeln 

®_i!, 2 if, 3 if, .... 

n n n 

die Yectoren R 1 , R. 2 , R 3 u. s. w. entsprecben; es ist dann 


/'o6\ 3 fab \ 2 / a* \ 

UlJ U;] • • rZ'j 

b* a* — b a n\ ( a 2 + b* a 2 — b 

~ + -v— “* -,) (—5— + —r- 


i a 2 n 

COS 


2tc\ 

tJ — 




a 2 + J 2 a 2 — * 2 (»—!)») 


Aus No. 11) ergiebt sicb far a — i(a 2 + b 2 ), /5 = |(a 2 — b a ) und 
wenn 2 n fur n gesetzt wird, der Wertb des recbts vorkommenden 
Productes und damit aucb der Betrag von R l , R s ... i? n _, ; durcb 
Hinzufugung der Factoren R 0 = b, R n — a folgt nocb 


21 ) R,R,R i ...R n = {2abYyi 


J 012 ” v ' v )[ ll+ br n -(a~br n y 

c. Die sogenannte Fufspunktcurve der Ellipse wird bekanntlich 
in recbtwinkligen Mittelpunktscoordinaten durcb die Gleichung 
(S* + 1? 2 )* = a 4 ! 2 4- * V 

dargestdlt, welche far | = q cos &, rj = q sin Q in die Polarglei- 
cbung 

j® _l_ ffi ® AS 

p 2 = a 2 cos 2 & b a sin a @ 1 cos 2® 

T 1 2 1 2 
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fibergeht. Aus dem Yergleiche mit Xo. 20) ersieht man augenblick- 
lich das Bestehen der [Relation 


R- , 

9 

welche sicb zur Umwandlung von Xo. 21) benntzen l&fst. Sind nam- 
lich Qt , q s , ... die Radienvectoren , welche den Polar winkeln 

hi aif 

n ’ n ’ n ’ ' 

entsprechen, so ergiebt sich aus Xo. 21) die Formel 
22) . . • (?» = ^ V ab [(a + w " -(«- 


Mittelst der Gleichungen 11) bis 14) kann man uberhaupt ana- 
loge Productenformeln for die Radienvectoren aller Curven entwickeln, 
deren Polargleichungen unter einer der Formen 

r“ = a -f- fi cos & oder rf 1 = a p cos 2© 
enthalten sind*). 


§. 55. 

Die Exponentialgrofsen mit complex en Yariabelen. 

Bei reellen z und unendlicb wachsenden tn gilt bekanntlich die 
Formel 

welche den Satz enthalt, dafs die natiirliche Exponentialgrofse als 
Grenzwerth einer gewissen Potenz angesehen werden kann; diese For- 
mel eignet sich besonders gut zur Definition der ExponentialgrSfse, 
weil nach den Untersuchungen des §. 53 die Bedeutung der Potenz 
unter alien Umstanden feststeht Wir definiren daher e* +f » durch 
die Gleichung 

1) e*+*'» = Lim 1 + 

und setzen m als ganze positive Zahl voraus , um jede Mehrdeutig- 
keit der Potenz zu vermeiden **). 

*) Die in V abgeleiteten Resultate hat der Verf. zaerst mitgetheilt in der Z eit- 
schrift ffir Matbematik and Physik, Thl. XXVI. 

**) Cane by definirt in seinem Cows cTAnaZ. aZgkbr. die Exonentialgrofse 
als Snmme der Beibe 

i i * + «y i ( a 4-»y) a . 

1 i r-yj-t 

wodnreb einerseits die Tbeorie jener Function nnd ihrer Ver wand ten in eine keineswegs 
nothige Abh&ngigkeit von der Beihenlebre gerath, nnd andererseits die Sonderang der 
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Der in No. 1) postulirte Grenziibergang lafst sich in folgender 
Weise ausfiihren. Wir bringen vorerst die Basis der Potenz auf die 
Xormalform complexer Zahlen, indem wir 

2 ) 1 -{- ~ r ( cos ® •+• * sin ®) 


setzen, worans folgt 


3> 



x s -4- y s ~l* 


l 

A m 

tan 9 = . 



Bezeichnen wir mit # den spitzen Bogen, welcher dieselbe Tangente 
wie 9 besitzt, so haben wir die beiden Gleichungen 


y_ 

4) & = arctan — — — , 0 = & + , 

1 +- 

rn 

wo Tz jede positive Oder negative ganze Zahl bedeuten kann. Die 
Gleichung 2) wird jetzt zur folgenden 

1 + ~vT = r[C0S {f> + kn) + isi * (& + fa)lj 
im speciellen Falle z = 0, y = 0 ist r = 1, & = 0, mithin 
1 = cos kn -(- i sin kn = cos kn 

und daraus erhellt, dafs k eine gerade Zahl sein mufs. Man hat 
defshalb einfacher 

1 _|_ — r(cos & -j- i sin &) 


and nach dem Moivre’schen Satze 


^ 1 -|- — ^ = r m (cos -f- ? sin m&) 

mithin nach No. 1) 

5) e*+nr = Lim [r w (coA* tn& 2 " sin m$)]. 

Nunmehr kommt es darauf an, die Grenzwerthe zu bestimmen, ge- 
gen welche r m und md bei unendlich wachsenden m convergiren. 
Nach No. 3) ist 



2x 

m 


** + 

Z7I* ) 


und wenn zur Abkurzung 


reeUen und imaginfiren Bestandtheile erschwert wird. Die obige Definition ist vom Verf. 
gegeben und von den Kennern der Theorie complexer Zahlen adoptirt worden. (V ergl. 
Bo ch in der Zeitschr. f. Mathexn. u. Phys. Jahrg. VIII, S. 15.) 
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2x , ** 4 . y* _ 1 
m m t a 


gesetzt rad, so hat man auch 

» 


( . 1V»” T/ 

( IV 

ns 


1-r-l 


v <°J U 

i. ©/ 

J 


[(-9"T 


** + y* 

2m 


Wie die vorhergehende Gleicliimg zeigt, wachst to gleichzeitig mit m 
ins Unendliche, daher ist 

6 ) Lim (r m \ ) — e T . 

Was ferner mft betriffl, so folgt aus No. 4) die identische Glei- 
cliung 


mft = 


ft 

tan ft 


m tan ft = 


cos ft 
sin ft 
ft~ 



and Tvenn man beriicksichtigt, dafs (nach No. 4) 3- gegen die Null 
convergirt, falls m unendlick wachst, so erhalt man 

7) Lim (m9'\ = y. 

Die Gleichungen 5), 6) und 7) liefern nun znsammen 

8) e x+, "v = e? (cos y i sin y) 

und diefs ist die vollstandig ausgearbeitete Definition der Exponen- 
tialgrofse mit complexen Exponenten. 

Ganz analog kann die allgemeinere Exponentialgrofse a- behan- 
delt werden. Fiir reelle z hat man namlich 



und -wenn man diese Gleichung im Falle z = x + iy als Definition 
von o x+f ff benutzt, so erhalt man leicht 

9 ) a x+/ y = ir [cos (y fa) -f- 1 sin (y fa)]. 

Mittelt dieser Gleichung lafst sich auch entscheiden, ob die Fun- 
damentaleigenschaft der Exponentialgrofse, namlich die Formel 

a~ . a- 5= a-+- , 

bei complexen z und z richtig bleibt oder nicht Multiplicirt man 
namlich die Gleichung 9) mit der analogen Gleichung 
a*‘+ i y‘ = a* [cos (i[ la) -{- * sin (y la)] 
und benutzt rechter Hand die Formel 

q ( cos 9 -(- i sin 9) . q ( cos 9' -|- t sin 9') = 99 ' [cos (9 -f- 9') -|- ! sin (9 -[- 9*)], 
so findet man 

a x+i, J . a x ‘ +i s' = o x + x ' | cos [(y + y) /a] + 1 sin [(y + V) *]{ 

_ a is+*o + Ky+y‘). 

woraus zu ersehen ist, dafs die erwahnte Eigenschaft der Exponen- 
tialgrofse auch bei complexen Exponenten gilt 
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Um eine Anwendung der Formel 8) zu geben, setzen wir cc = 0 
einmal y = u, nachher y — — u und haben 

e iu = cos u i sin u, e~ lu == cos u — i sin u 

mithin durch Addition und Subtraction 

10) 2 cos u = e*“ -}- e~ ia , 2 i sin u = e ia — e~ iu . 

Beide Seiten dieser Gleicbungen crheben wir auf die »i te Potenz und 
benutzen recbter Hand den binomischen Satz unter der Voraussetzung 
eines ganzen positiven in; diefs giebt 

11) 2* ros m u 

= (m) 0 e imu + (w) 1 *»(«»— *)“ -f- (m) s -f- 

12) I n 2" sin m u 

= (w) 0 e ' mn — 0\ + 0) 2 — 

Die bier vorkommenden Exponential grofsen lassen sich wieder in Co- 
sinus und Sinus umsetzen, n&mlich 

e imu _ cos mu _j_ l s j n mUf 

gi’Cn— = cos (in — 2) u i sin (m — 2) u, 

U. S. W. 

und nachher konnen beiderseits sowohl die reellen als die imagin&ren 
Thefle verglicken werden. Aus No. 11) erhalt man auf diesem Wege 

* 2 “ eos m u 

= (m) 0 cos mil -|- (m)j cos (m — 2) u. -j- (w) 2 cos (m — 4) a -f- , 

wobei es nicbt iiberflussig ist, gerade und ungerade m zu unterschei- 
den. Bei geraden m giebt es einen mittelsten Binomialcoefficienten, 
welcher nur einmal vorkommt ; jeder andere Binomialcoefficient tritt 
zweimal auf und daher konnen diejenigen zwei Summanden vereinigt 
werden, welcbe einen solchen Coefncienten zum gemeinschaftlicben 
Factor haben. Diefs giebt nack beiderseitiger Division mit 2 

13) 2 m ~ l cos m u 

= (w) 0 cos mu -(- (rii) 1 cos (m — 2) it - 1- (m) s cos (m — 4) u -|~ . . . . 

+ cos +• 

Dagegen findet man bei ungeraden in: 

14) 2 m ~ 1 cos m u 

= (w;) 0 cos mu -J- (ot)j cos (m — 2) u -)- (m) s cos (m — 4) u - 

• • • + OOfcm— 3) cos 4- (»»)*(„_,) eos u. 
Ganz almlich lafst sicb die Gleichung 12j umgestalten; man er- 
halt bei geraden m: 

15) (— «*“ u 

= (m) 0 cos mu — (m) 0 cos (m — 2) v -f- (»/) 4 cos (m — 4) n — .... 

K— l)i m - 1 («)$». .. , cos 2u + (— 1)4* 



250 Cap. X. Die Functionen eomplexer Yariabelen. 

dagegen fur ungerade m: 

16) (_ 2 «-i sin « u 

= (m) 0 sin mu — (ot)j sin ( m — 2) u -{- sin (m — 4) a — .... 

K— (®\( m _ s ) sin 3 u -j- (— l)i("-’) (m) i(m _ l)S in u. 

Die letzten vier Gleichungen konnen als die Umkehrungen der For- 
meln 10), 11), 13) und 14) in §.44 angesehen werden. 


§. 56. 

Die Logarithmen complexer Zahlen. 


Einem reellen und positiven £ entspricht bekanntlich nur ein 
reelles z, 'welches die Eigenschaft e~ = Z besitzt, und dieses z ist der 
mit z = TZ bezeichnete eindeutige naturliche Logarithmus von £. Da 
es aufser diesem reellen z mbglicherweise noch complexe s geben kann. 
die ebenfalls der Gleichung e- = t genflgen , so mag im Folgenden 
jedes complexe z, welchem die erwahnte Eigenscbaft zukommt. mit 
s — Lt bezeicbnet werden und der allgemeine naturliche Loga- 
rithmus von £ heifsen. Dieselbe Definition behalten wir bei com- 
plexen £ wbrtlich bei und setzen demnach 
1 ) L(g-\-iri)=x+iy 

sobald die Gleichung 

e*+ f s = 14-11? 

stattfindet Letztere ist identisch mit 


e* (cos y-\-i sin y) = § 4- iij 
und liefert die beiden Gleichungen 

2) e*cosy = %, e 1 sin y — 

welche zur Bestimmung von x und y dienen. 

Zunachst erhalt man 

«** = £*+>?*, ^-VF+?i 

das Wurzelzeichen darf hier nur im absoluten Sinne genommen wer- 
den, weil x als reell vorausgesetzt wurde und daher e x immer posi- 
tiv bleibt Nach der anfangs gemachten, reelle z und £ betreffenden 
Bemerkung folgt nun far x der eindeutige Werth 

3) *=W+v s ). 

Nach Substitution des Betrages von e* erhalt man aus den Glei- 
chungen 2) 


4 ) 


cosy = 


{ 

VP+n* 


sin y = 


V 

yp+7* 


tan y = |, y = arctan | -j- mn, 


5 ) 
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wo m irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Uni 
sie naber zu bestimmen, gehen wir auf den speciellen Fall tj = 0 
zuriick; es ist dann 

y = Hr mn , cos y = 

mithin, weil die Wurzel im absoluten Sinne genommen werden mufs 
cos y = -(- 1 d. h. cos mn = + 1 for positive 

cosy — — l d. h. cos mn = — l fur negative 

Daraus geht bervor, dafs im ersten Falle m eine gerade Zabl, im 
zweiten m eine ungerade Zahl sein mufs. Bezeichnet Jt irgend eine 
positive oder negative ganze Zabl, so gelten vermoge der Gleichungen 
1), 3) und 5) folgende Formeln: 

6) L (£ -f- irf) = + i? s ) + zjjzrctaz | -j- 2 AjeJ , I > 0, 

7) Z (f -{- « 7 ) = */($» + V 2 ) + iUrctan j? + (2* + 1)*] , |<0. 

Wie man siebt, besitzt der allgemeine Logaritbmus einer com- 
plexen Zahl unendlich viel verschiedene Werthe. Dasselbe Resultat 
ergiebt sich auch, wenn man nach Analogie der Formel 

l$=Lim — 1 )| , fur n — oo, 
den allgemeinen Logaritbmus von £ + iy mittelst der Gleichung 
L (H- «?) = Lim j/z [(£ nj)« — 1]| 

« 

definirt, die » verschiedenen Werthe von + aus der Formel 13) 
in §. 53 bestimmt und nachher n unendlich wachsen lSfst*). 

Die Gleichung 6 ) liefert fur £ = + 1, i? = 0 

8) L (-f- 1) = i . 2 kn\ 

von den unendlich vielen Werthen des L(-\~ 1) ist einer redl namlich 
der fBr i=0 entstehende Werth, welcher mit Z(+ 1) — 2 0 aberein- 
stimmt. 

Fflr | = — 1,17 = 0 giebt die Formel 7) 

9) £ ( — “ 1) = z • (2A -|— 1) it, 

die Werthe von L( — 1 ) sind demnach sammt und sonders imagin&r. 

VermSge der Gleichungen 8 ) und 9) lassen sich die Formeln 6 ) 
und 7) auch in folgender Gestalt darstellen 



*) Die Vieldentigkeit der Logarithmen hat Enler zaerst bemerkt, indem er die 
▼on d'Alembert angeregte Streitfrage nach den Logarithmen negativer Zahlen discu- 
tirte. ( M&moirm de VjLcadimie de Berlin , annie 1749.) 
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lOj + l>0 ‘ 

11) + arctan |+ii(— 1), !<0, 

Fiir | = 0, j; = 1 erhalt maa sowohl aus 5s o. 6) als aus No. 7) 

12 ) = 

wo jm irgend eine positive oder negative ungerade Zahl bedeutet. 

Im vorigen Paragraphen wurde bewiesen, dafs die Gleichung 

13) «= .«*'==«■=+*' 

bei complexes z usd z ebenso wie ftir reelle e und z gilt. Setzt 
man nun bei complexen z und z 

mithin 

so erhalt man ans No. 13) 
d. h. 

14) LS+LZ=*L{%). 

Die Fundamentaleigenschaft des eindeutigen reellen Logarithmus gilt 
demnach auch fur den allgemeinen Logarithmus, nur mufs man, we- 
gen der Yieldeutigkeit des letzteren, praciser sagen: irgend ein Werth 
von LIT, vermehrt um irgend einen der Werthe von LC, giebt einen 
der Werthe von £(,£')• 

Als Anwendung dieses Satzes kann man L(j;-\-irj) und L(£ — irj) 
entweder nach No. 6) oder nach No. 7) entwickeln und die Differenz 
beider Gleichungen nehmen; in beiden Fallen ergiebt sich 

15) L Q = 2/ J^arc/an | -f- AttJ, 

wobei h eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 


§. 57. 

Die goniometrischen Fanctionen complexer Bogen. 


In §.55, No. 10) erhielten wir zwei Gleichungen, die sich fol- 
gendermaafsen darstellen lassen 


COS u 


e iu -|- e~ iu 
2 


sin u =: 


e iu — e~ iu 
2 ? ; 


for alle reellen « gelten diese Formeln schlechthin, wir wollen sie 
aber auch for complexe « beibehalten und sie in diesem Falle als 
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Definitionen benutzen. Demgemafs versteben wir unter cos ( iy ) den 
Ausdruck -j- e~ im ) d. i. 

eS + e-S 
cos ( ly ) = , 

und auf gleiche Weise nebmen wir 

. ... .ev—e-v 
sin (iy) = i . 

Ebenso ist allgemeiner , wenn u = x -\-iy gesetzt wird, 

e i(x+iy) i e —i( x +iy) e ix—y e —ix+y 
cos 0 + iy) = = 

oder, wenn e ix und e~ ix durcb cos x und sin x ausgedriickt werden, 


1) 


cos (x + iy) = cos x 


e y 4. e -y 


■ i sin x 


e v — e~y 


2 2 

die Formel fiir sin u giebt bei gleicher Bebandlung 


sin (x + iy) = sin x 


e y e -y 


■ i cos x 


e y — e -y 


2 ) 

" a 

Zufolge der Werthe von cos (iy) und sin (iy) lassen sich die Glei- 
cbungen 1) und 2) aucb so schreiben 

cos (x iy) — cos x cos (iy) — sin x sin (iy), 
sin (x -f- iy) = sin x cos (iy) -|- cos x sin (iy), 

woraus erhellt, dafs die bekannten goniometrischen Fonneln fur 
cos (a + p) und sin (a -f- p) aucb bei imaginaren p ibre GtQtigkeit 
behalten. 

Diese Bemerkung lafst sicb noch verallgemeinem. Yerbindet 
man namlich die Formeln 1) und 2) mit den folgenden 


cos (x -|- iy) = cos x 


y' + e-n 1 


■i sin x 


, ey' + e-y 


. , , , ., s . ,es'4-e-s' , . , e y—e-y 

sui (j: -f- iy ) == sin x -- J— z ar , 

2 2 

so findet man leicbt durcb gewobnliche Multiplication 

cos (x -f- iy) cos (x' + iy) — sin (x -(- iy) sin (x" -f- iy') 

, , . . ^ ev+y 4 - r-to+sO 

= (cos x cos x — sin x sm x ) — 

.. . ,. . , e y+y‘— eHs+s') 

— i (sin x cos x + cos x sin x) - 

e y+y' 4- er-ft+2/0 eV+y' — 

= cos (x + a*) i sin (x 4* x ) 

2 2 

— cos [(*■ 4- x) + « (y 4- y')] = cos [(* -f- iy) + (x + iy )] ; 
ruckwarts gelesen, giebt diefs den Satz, dafs die Formel fur cos (a+P) 
aucb bei coinplexen a und p richtig bleibt. Auf gleicbe Weise fiber- 
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zeugt man sich von der entsprechenden Yerallgemeinerung der For- 
mel flir sin (a + p) ; tiberhaupt gelten nunmebr alle goniometrischen 
Formeln , in denen nur Cosinus und Sinus vorkommen, gleichfBrmig 
fQr reelle und complexe Bogen. 

Die flbrigen goniometrischen Functionen definiren wir nach Ana- 
logic durch die Gleichungen 

1 1 

sec s — , esc z s=s — — , 

cos z sin z 


sin s ^ cos s 

~ cos s 9 M sin z 9 

•wobei immer z — x + iy sein mbge. Hiemacb ist z. B. 

sec (x -f- iy) cos x . ^ e y e -y^ — / s j n x . ^( € y — e —yy 

oder, wenn Zahler und Nenner mit 

cos x . -J (eV -f- er~y) + i sin x . ^{eV — e~ 
multipKcirt wird, 

. . . cos x (ey 4- e~y) -f- i sin x (eV — e~v) 

3) «*(* + *)- 2 . 

Man ka nn daffir auch schreiben 

„ c (x , iti) = Ifgf Se=M 

' ^ cos 2x cos (2 iy)’ 

und hat dann voUstandige Ubereinstimmung mit der Formel 

. „ 2 cos (« — (?) 

sec (a 4- p) = — — 

“ cos 2a -f- cos 2(? 

Durch ganz ahnliche Umwandlungen ergeheu sich die folgenden 
Formeln 

4) Cx + iy) — 2 ~ L 

J 'r~rSJ — 2 cos 2x + («* + «-**) 

K\ i 2 sin 2x -f- i (eft e r_ *9) 


sec (ct -j- /J) = ■ 


4) esc (x -j -iy) = 2 


5) tan (, x -+- iy) — 

6) cot (x + iy) = 


2 cos 2x -(- (e®? -j- e~ 3 y) ’ 
2 sin 2x — i (e*s -)- 


f ' ‘ — 2 cos 2x + (e*y + e~*y) ’ 

tiberhaupt gelten nun alle goniometrischen Belationen gleichformig 
fur reelle und complexe Bogen. 

Die beiden, in den yorigen Formeln ofter wiederkehrenden Func- 
tionen 

«» + c-s «s — try 


nennt man nicht selten den hyperbolischn Cosinus und den 
hyperbolischen Sinus und bezeichnet sie entweder mit Cos y und 
Stn y oder zw eckmaisiger durch cshp y und snhp y. Demnach ist 
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^ + ^ 


. ev — e-v 


— COS (iy) = cshp y, 

— sin (iy) = i snhp y, 


mithin konnen die Gleichungen 1) und 2) in folgender Gestalt dar- 
gestellt werden 

9) cos (x -f- iy) = cos x cshp y — i sin x snhp y, 

10) sin (x -|- iy) = sin x cshp y + * cos * snhp y, 

Ebenso erh&lt man statt der Formeln 3) bis 6) die nachstehenden 

11) sec (x H- iy) = 2 . — t— — — , 

N ^ sin x cshp y — i cos x sknp y 

} \ JJ CQS 2 X cs fip g y 

H . v sin 2x + i snhp 2 y 

13) /«(* + ,!,)_ 

14) <* + .» — ' -»»» . 

J cos2x — cshp 2y 


tan {x + iy) = __-T - --f 


cot (x + iy) = - 


§■ 58. 

Die cyclometrischen Functionen complexer Variabelen. 

I. Wenn £ eine reelle, die Grenzen — 1 und + 1 nicht fiber- 
schreitende Zahl bedeutet, so giebt es unendlich viele Bogen e, welche 
der Gleichung sin z=t, geniigen; der kleinste, zwischen — \n und 
4- \n enthaltene derartige Bogen heifst bekanntlieh arcsin £; die 
ubrigen Bogen sind der Reihe nach 

+ 3B — arcsin £, + 2 n arcsin £, + 3n — arcsin £, .... 

Bezeichnet man mit Arcsin £ den allgemeinen Arcussinus d. h. 
irgend einen Bogen e, welcher der Gleichung sin e — t, geniigt, so 
sind alle Werthe der vieldeutigen Function Arcsin £ in folgender 
Formel enthalten 

1) Arcsin £ — mrc -j- ( — 1)” arcsin £ 

wobei m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 

Dem analog verstehen wir unter Arcsin (£ + irj) jede complete 
Variabele x + iy, deren Sinus = | + it] ist; es gelten also die si- 
multanen Gleichungen 

2) Arcsin (| -(- vq) = * + iy, 

, . . . , , • ev + es . e y — e-s 

I -| - it) = sin [x -|- iy) = sm x . \-i cos x . - , 

2 2 

deren letzte giebt 

„ + , es — e~v 

| — sin x , q = cos x. 
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Daraus folgt 

_ ft* -4- e~ y\ 3 

i+l 2 4-^ = 1 — — I 4-^’ /i2ar 

und wenn man hierzu die Grleichung 


2g = 2 


e y _f_ e-v 
2 


sin x 


erst nddirt und dann subtrahirt, so erh&lt man jedesmal reciter Hand 
vollstandige Quadrate mithin umgekehrt 

_j_ a — y ' 

f- sin x = j ’(l + £) 2 4- ij 2 , 

[ — - — sin j=V(1 — £) 2 + V 2 - 

Die Wurzelwerthe miissen bier im absoluten Sinne genommen werden, 
weil bei reellen x und y 

4 (e» -j- e~’J) > 1 , sin .r < 1 

mitbin jeder links stehende Ausdruck positiv ist. Die Gleicbungen 3) 
fiibren nun zur Kenntnifs von x und y; setzt man zur Abkurzung 

4) * = iEVa+IF+v 4- Va- W 4V]. 

5) *=i [V(T+|) 2 +^ - V(1 — |) 2 4-^J, 

so folgt erstens 

sin x = x mitbin x — Arcsin x, 

zweitens 

e y (_ n—y 

— => a mitbin y = l (a 4 y® 2 — 1). 


Wegen 


a _ y<j» — 1 ! 


a + Ya 3 —1 

kann man den Werth von y aucb in folgender Form scbreiben 
y = ±i{° + y<5 2 — i) • 

tmd hat dann \a 3 — 1 im absoluten Sinne zu nebmen. Bezeichnet 
s eine reelle positive oder negative Einheit, so ist vermoge der Wertbe 
von x und y 


Arcsin (£ 4* 7 y) = Arcsin x 4- « 1 1 (a 4“ Y 0i — lj, 

Oder, wenn Arcsin t durcb arcsin r ausgedrQckt vrird, 

6) Arcsin (| 4" **?) = m7Z + ( — l) m arcsin r -f -is y®* — 1). 
Urn zu bestimmen , in welcben Fallen e = -f- 1 und in welchen 
s = — 1 zu setzen ist, nebmen vrir speciell | — 0 und rj positiv, 
worin keine Bescbrankung Iiegt, weil i(— rj) = (— i) rj ist und daber 
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das etwaige negative Zeichen von ^ anf Rechnung des i geschrieben 
werden kann; es ist nun x = 0, a = yi + rj 2 mithin 
A resin (irj) — mrc + z* £ l (~]/ 1 +9?"* + rj) 
und daber mufs umgekehrt die Gleichung 

7) inq = $Z >2 [/77JC + z s /("j/l + + rj)] 

stattfinden. Setzt man fiir den Augenblick 

^yr+v+7?)=A, 

woraus folgt 

8) e x =yT+^ + n, e- l = yi+ v * —*!, 

so geht die Gleichung 7) uber in 

it) = sin (not — j — z' e a) == cos mi r . sin (i e A) 

= (— 1)"* * sin (i X) = (— 1)” s i . e —ZZ r~ 
d. i. nach No. 8) 

i v = (— l) ra £ i 1 1, 

und daraus geht hervor e = ( — 1)“. Die Fonnel 6) gestaltet sich 
hiemach zur folgenden 

9) A resin (| -(- irf) = inn -f- ( — 1)“ [arcsin r -f -il(a-\- l/ff* — 1)], 
worin m eine beliebige positive oder negative gauze Zahl bedeutet. 

Versteht man aresm (f + irj) denjenigen speciellen Werth von 
Arcsin (g + irj), dessen reeller Theil am kleinsten ist, namlich 

10) arcsin (§ -)- irj) = arcsin x -f- i l (a -f- yo* — 1), 

so erkennt man augenblicklich, dafs die Fonnel 1) auch bei complexen 
£ richtig bleibt. 

Als specielle Falle sind die folgenden bemerkenswerth. Fflr i)=0 
und ^ <1 wird aus No. 4) und No. 5) 

. f + £ -h C 1 — £) , Lztil — jj — j) t 

S’ 2 * 

mithin aus No. 10) aresm g = arcsin g. Dagegen ist fur ij = 0 und 
£*>1 

_ 6+i+tt— i) t . i+i-ci— i) , 

„ * g 1 

mithin 

11) arcsin | = .$« + * /(g + y|* — 1) , | S >1; 

dieses Besultat wird nicht fiberraschen wenn man beriicksichtigt, dais 
es keinen reellen Bogen geben kann, dessen Sinus die Einheit fiber- 
steigt. 

Fflr |=0 und positive rj folgt aus den Formeln 4), 5) und 10) 

12) arcsin (irj) = / /(‘ j/l -f- V s + rj). 

Schlflmilch, algebr. Analysis. 6. Anfl. 


17 
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II. Betrachtet man eine reelle, die Grenzen — 1 und + 1 nicht 
tiberschreitende Zalil u als Cosinns eines Bogens, so bedeutet arccos £ 
den kleinsten, zwischen 0 und sr enthaltenen zugekorigen Bogen ; der 
allgemeine Arcuscosinus dagegen bestimmt sich durch die Formel 

13) Arccos J = 2 rrm + arccos 

worm m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet 
und ebensowohl das positive als das negative Zeichen von arccos £ ge- 
nommen werden darf. 

Es sei nun analog der Definition von Jrccos £ 

14) Arccos (§ + iff) = x + iy 
und umgekehrt 

eU - 4 - ey — e~~~y 

| ty = cos (x -f- iy) — cos x . * sin x . ; 

2 2 

es sind dann x und y aus den Gleichungen 

. ey - 4 - e-y ey — e~y 

£ = cos x , ri — sin x 

2 2 

zu bestimmen. Durch eine ganz ahnliche Bechnung wie in I findet 
man leicht 

cos x = t mithin x = Arccos r 

c y _L_ g — y 

— — a mithin y = s /(« + y<r 2 — 1) 

u 

i 

mithin nach No. 14), -svenn gleichzeitig Arccos % durch arccos r aus- 
gedriickt wird, 

15) Jrccos (| -f~ ivj) — 2mn + ai'ccos x + i t l(a -f- y<r 2 — 1). 

Znr Bestimmung von e lafst sich wieder die Specialisirung £ = 0, 
ij > 0 benutzen; sie giebt nach der yorigen Bezeichnung 
Jrccos (it/) = 2mn + -f- i s /( j/l -(- tj 3 — f]) 

nnd umgekehrt 

it] = cos (2mn + -J- w -f - i s X) sin (i s 1) 

= + ssin (i'l) = + s it). 

Daraus geht hervor, dafs e negativ oder positiy zu nehmen ist, je- 
nachdem arccos x in No. 15) das obere oder untere Vorzeichen hat; 
die allgemeine Formel lautet hiemach 

16) Jrccos (| -f- it]) = 2 mn + j arccos x — i l (a -f- "j/u* — 1) | . 

Definirt man arccos (£ -f- irj) durch die Gleichung 

17) arccos (| + ir\) = arccos x — i /(is -{- y<r* — 1) 

so erhellt augenblicklich, dafs die Formel 14) auch far complexe £ 
richtig bleibt. Ferner zeigt die Addition der Gleichungen 10) und 
17), dafs die Formel 

arcsin £ arccos f — j-x 

auch far complexe £ fortbesteht. 
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Die Formeln 10) und 17) erbalten iibrigens eine selir elegante 
Gestalt, wenn man den hyperbolischen Cosinus von y mit cshp y und 
dem entsprechend die aus der Gleicbung 

\{ev + e~y) = a oder cshp y = a 

folgende umgekebrte Function mit y — Arc cshp a bezeichnet. Diese 
ist zweideutig wegen 


i , = + /(cr + y^ — 1) 

versteben wir aber unter arc cshp a ihren absoluten Werth, so baben 
wir statt der Gleicbungen 10) und 17) die folgenden*) 
arcsin (£ -f- lr i) — arcsin x + « arc cshp c, 
arccos (f -f- 2r l) — arccos r — i arc cshp a. 

IIL Dem Friiberen analog moge arctan £ den kleinsten, zwischen 
— und \n entbaltenen Bogen bedeuten, welcher die redle 
Zabl £ zur Tangente bat, dagegen bezeichne Arctan £ irgend einen 
zur Tangente == £ geborigen Bogen; es ist dann, unter m eine be- 
liebige positive oder negative ganze Zabl verstanden, 

19) Arctan £ = mn -J- arctan f. 

Es sei nun allgemeiner 

20) Arctan (| + it}) = x + iy 
wenn umgekehrt die Gleicbung 



§ -f - vq = tan (x + iy) 


sin (x iy) 
cos (x -f- iy) 


stattfindet. Substituirt man recbter Hand die gleichgeltenden Aus- 
drticke No. 1) und 2) in §. 57 und setzt zur Abkbrzung 


21 ) 


eS- 


■ e~y 


-Aer-y 

so gebt die vorige Gleicbung iiber in 




> , _ tanx+Jq 

1 — iq tan x ’ 

und daraus folgen nacb Wegscbaflung des Bruches und Vergleichung 
des Reellen und Imaginaren die Gleicbungen 

22) tan x = | r\q tan x 9 q = v\ — %q tan x . 

Die Elimination von q giebt nun 

X 1 — £2 — mS 

tan x = — r oder tan 2x — r- 

tan x § 1 — i * — rr 


*) Die Werthe von Arcsin (| -f- irf) nnd Arccos (£ + * 17 ) sind znerst von Cauchy 
untersucht aber durch unbequeme Formeln dargestellt worden {Court <P Analyse algibriquc, 
Chap. IX) ; die in I nnd II entwickelten Formeln hat der Verf. im 17. Jahrg. d. Zeit- 
schrift fflr Mathematik nnd Physik mitgetheilt 


17 * 
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mithin ist umgekehrt 

23) * =*\Arctan 1 — 

Andererseits liefem die Gleichungen 22) durch E lim ination von tan x 


1 , . 1 + i * - M 2 

-+q= 

q 7) 


und daraus folgt weiter 




- + ? + 2 


i + $ a -M 2 


q+*~ 2 


i + i 2 -M* 


S-K 


i* + (l + v)* 


mithin 

24 ) l — y"“ V !* + (i 

hierhei ist die Wurzel im absoluten Sinne zu nehmen weil bei reellen 

y ans No. 21) hervorgebt, dafs qr < 1 mithin positiv sein 

mufe. Setzt man in No. 24) den Werth von q ans No. 21) ein, so 
erh&lt man 


V 


i*-Hi + » 7) 2 


daher 


i 2 4 * ( i — v)* 

Vennoge der Werthe von x und y ist nun 

*> Jn,m (S + *>- nr ( {» { + ,» j + ; ' p* X (i -$ } 

Diese Gleichung bedarf einer weiteren Discussion, weil der erste Aus- 
druck Techter Hand eine Unterbrechung der Continuit&t erleidet, so- 
bald der Nenner 1 — (£ 2 + V 3 ) aus dem Positiven durch Null ins 
Negative flbergeht. Behufs einer solchen Discussion verfolgen wir 
den nabeliegenden Gedanken, die Gleichung 25) einfach zu verificiren 
mittelst der Formal 

ac\ . / , • 1 «» 2a 4- 1 . 4(e» — e~*) 

' ' ' 1 cos 2u 1 . -j- tr*) 

Es sei erstens £ 2 4- >5* < 1 und zur Abkurzung 

n 


27) 

mithin 


arctan 


1 — (I 2 4-i?*) 




Arctan 


2| 


und femer 
28) 


1 — (! 2 +»z 2 ) 




, , R 2 4 - (i 4 - y)* 1 B 
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Die Formel 25) lautet nun 
29 Aretan (|+ mj ) = ■£(»/» + «) + «‘jS 

und daher mufs umgekehrt sein 

< mn -f- a 
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30) 


.... ( mn + « . 

! + «? = j !|S J 


«» (m» -|- «) i £ (e 2 ^ — e — a £) 

cos (otjt — j— or) — {— / •|-(e a ^ e~ 2 P) 
cos mn sin a -(- i ^ (e 2 ^ — e~ 2 P) 


cos mn cos a -)- i (e 2 ^ -j- e~ 2 ^) 
Aus dem oben angegebenen Werthe von a folgt nun 

2? 


tan a = - 


■(!•■ +*I*Y 


COS a: 


1 -(£*+»?*) 


sm a ■■ 


2£ 


ij*)*+4f»’ va—i*— ij*)*+46*’ 

da a zwischen — \n und -+- \n liegt mitbin cos a positiv ausfallen 
mufs, so kann, wegen des positiven Z&hlers Yon cos a, die Wurzel 
nur im absoluten Sinne genommen werden. Aus dem Werthe von (i 
findet sich weiter 

1 + i 2 + n* 


iV*+r*)' 


y(l — — v *)» 4-41* 
2 rj 


V(l — r,*) a -f-4i®’ 

wo aus ahnlichen Grunden wie yorhin die Wurzel im absoluten Sinne 
zu nehmen ist. Substituirt man die letzten Yier Werthe in die For- 
mel 30), so erh§lt man 

* . | cos mn + t't? 

^ 1 -|- cos mn + (|* 4- rj 2 ) (1 — cos mn) 

und daraus geht hervor, dafs m eine positiYe oder negative gerade 
Zahl sein mufs, denn far ungerades m wiirde die rechte Seite nicht 
in | + iij tibergehen. 

Zweitens sei | a + »? 2 >1 und zur Abkiirzung 

(— < « < + i «) 


aretan 




mithin 


Aretan 


n 


■■ mn ■ 


l-(l 2 +^) 

unter § werde dieselbe Grofse wie im ersten Falle verstanden; die 
Formel 25) lautet jetzt 

31) Aretan (| ir[) — %(mn — « ) + ijS 

woraus umgekehrt folgt 
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qo't * , . — cos mn siu «' + i — e-*P) 

«4) s -+-«? = — — . S rf"' — tt: 

cos mn cos a -f- i -f- e V) 

Zufolge des "Werthes von a 1st nnn 

, . , n 

cos a = — , six a = . 

V(l — g* _!?*) + 46* ' V(1 — I 2 — 1?‘ 2 ) 2 + 4* 2 

xmd tier mufs die Wurzel im absoluten Sinne genommen vrerden, da- 
mit cos a positiv ausfallt. Die Werthe der Exponentialgrofsen sind 
die n&mlichen wie vorhin, und damit ergiebt sich aus No. 32) 

. , . — § cos mu -{- irj 

‘ l7 l 1 — cos mn -|- (| 2 -|- rj*) (1 -(- cos mn) 9 

diese Gleiclmng zeigt, daTs m eine positive oder negative ungerade 
Zahl sein mufs. 

Aus den Formeln 29) und 31) erhalt man schliefslich, wenn in 
der ersten m = 2n , in der zweiten m = 2n+ 1 gesetzt wird und 
die Werthe von a, ft und a substituirt werden, 

33) Arctan (£ + itj) = rm + £ arctan - — — — — 

_i_i/ R a +(i+?) 9 i i 


1 + ^ = 2; 


33) Cretan (£ -f- irj ) = nn -f- arctan 




34) Arctan {g + >v) = nn -j- — arctan ^ [y- 

+ 4 / LP'+ (1 — 1 +V >h 

worin n eine beliebige positive Oder negative ganze Zahl bedeutet. 

In dem speciellen Falle n—0 schreiben wir arctan statt Arctan 
und haben 

gfc 

35) arctan (g + ^)=i arctan 


, i , R a + (i + n)H 

+ 4 |_i s + (i-^) s J’ 


6* + *■<!, 


36) arctan (g 4- in) = 4 fn — arctan - ^4 r > 

\ S® + »?* — If 

. ■ rt’+a+iin 

der Vergleich mit den vorigen Formeln zeigt, dafs die Relation 
Arctan £ = /j.t -j- arctan £ 
auch bei complexen £ ihre Richtigkeit behalt. 

FQr f = 0 ergeben sich die besonderen Formeln 

37) arctan {irj) = i / (f^) * » »!*<!. 

38) + 
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Die Function arctan (i?;) Sndert sich also sprungweis an den Stellen 
rj — + 1 und rj = — 1. 

Auf ahnliche Weise konnen die Functionen arc cot (| -(- «?)> 
arc sec (£ -f- ir;) und arc esc (£ + in lire reellen und imaginaren 
Bestandtheile zerlegt werden; das seltene Vorbommen dieser Func- 
tionen macht aber eine ansfiibrliche Untersuchung Merflber unnothig. 

§. 59. 

Die Bedeutung der complexen Zahlen. 

Far denjenigen, der nur positive ganze Zablen und positive ra- 
tionale Briiche kennt, also z. B. far jeden, der sich nur auf die Rech- 
nungen des bargerlicben Lebens verstebt, sind irrationale Zablen und 
negative Zablen reine Unmoglichkeiten ; diese Unmoglichkeit ist aber, 
von einem boheren Standpunkte aus betraebtet, keine absolute, son- 
dem eine relative, und sie lafst sicb in der That durcb eine Er- 
weiterung des Zablengebietes wegsehaffen. Wenn wir nun die Zahl 
V — 1 eine unmoglicbe nennen, so ist diefs allerdings in so fern rich- 
tig, als es in der bis jetzt aufgestellten Zablenreibe 

. . — 3, . . — 2 , . • — 1 , • * 0, . . -(— 1 , • • -j— 2 , . . — (- 3, . . 
keine Zahl giebt, deren Quadrat = — 1 ware, und es also unmog- 
lich ist, sie darin zu linden; docb ware es aucb in diesem Falle 
denkbar, dafs eine passende Erweiterung des Zablengebietes zu einer 
reellen Bedeutung von V — 1 fiihren kbnnte. Eine derartige Erwei- 
terung kann aber in der Langenrichtung der Zahlenreibe nicht 
vorgenommen werden, weil bereits nachgewiesen ist, dafs die Zahlen- 
reibe von — oc bis + oo stetig, d. b. luckenlos verlauft, dafs die 
also in dieser Ricbtung bereits alles Mogliche umfafst; es bleibt 
daher nur tlbrig, das Zahlengebiet seitlich zu erweitern, Oder mit 
anderen Worten, das Zahlengebiet nicht als einfacbe, sondem als 
Doppelreihezu betraebten. Diese Bemerkung gewinnt an Gewicht, 
wenn wir auf die Entstehungsweise der Zablen zuriickblicken. 

1st namlich eine Reibe gleichartiger Grofsen 

... & y C y i , fl, by Cy d, ... 

gegeben, so dienen die Zablen 

... — 3, — 2 , — 1, 0, + 1, + 2, -j-3, ... 
um jenen Grofsen ibre Stellen in der obigen Reibe anzuweisen, wefs- 
halb man aucb in vielen Fallen die spreebendere Bezeichnung 

• • • A j y j y ^ y y flj y ) Ag y • • • 

anwendet; die Zahlen sind demnach die Stellenzeiger der GrOfsen. 
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Dabei ist jedoch die stillschweigende Voraussetzung gemacbt, dafs 
es moglich sei, die gegebenen Grofsen in eine e inf ache Beihe zu 
ordnen ; kommen aber Grofsen vor, welche sich einer derartigen An- 
ordnung nicht fugen, wie z. B. die Glieder einer Doppelreihe, so 
reicht man naturlich mit den Stellenzeigem einer einfachen Reihe 
nicht mehr aus, und das Zahlengebiet mufs nun selbst zu einer Dop- 
pelreihe erweitert -werden. 

Denken wir uns eine Doppelreihe von GrSfsen nach dem Schema 


... (S', 35', (S', 33', 31, ©, 6, 35, <S, . . . 

D', C, ff, B, C, D, E,... 

... s', 5', y\ ft, a, 1 3, y, 8 , s, ... 

. . . e, c, 6, a, i, c, d , e, ... 

. . . e, b, t, b, q, 6, c, b, e, ... 

und darin a als Anfangspunkt, so ist der Ubergang von a zu einer 
beliebigen anderen Grofse, z. B. 6, auf sehr verschiedene Weisen 
moglich, man konnte in dem vorliegenden Falle die Wege a/SydaE® 

oder ap-/D(§, einschlagen, also von einer Stelle der Reihe afiy aus 

in verschiedenen Richtungen fortgehen, um nach ® zu gelangen. Ist 
die Doppelreihe eine stetig erfullte, so dafs also an jeder denkbaren 
Stelle eine GrBlse steht, so bilden diese Grofsen zusammen auf die- 
selbe Weise eine Grofsenebene, wie die einfache stetige Grofsen- 
reihe eine Grofsenlinie darstellt; wir konnen daher der Anschau- 
lichkeit wegen die Sache unter einem geometrischen Gesichtspunkte 
betrachten, und es ist diefs ebensowenig eine Anwendung auf die 
Geometrie, als es die Yergleichung der einfach continuirlichen Gr8- 
fsenreihe mit der Geraden sein wurde. Nehmen wir in Fig. 11 die 
Gerade X'X fur die Reihe . . . y'p'apy . . . und den Punkt O fur die 

Gr6fse a, so kann der tFber- 
gang von 0 zu einer belie- 
bigen an der Stelle P« ste- 
henden Grofse dadurch ge- 
schehen, dafs man zun&chst 
* o ? n \ u pT x eine Strecke OM auf OX 

\ / fortgeht und sich dann von 

/ M nach P„ wendet. Die ab- 
solute Lange von OM heifse 
x, die von J£P„ sei y, so ist im Ganzen der Weg x + y zurttckge- 
legt worden, wobei es aber noch eines Kennzeichens bedarf, um an- 


rig. n. 
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zudeuten , dafs die Richtung des y yon der des x verschieden ist. 
Zu diesem Zwecke wollen wir unter dem Zeichen y u eine Gerade 
MP„ verstehen, welche die Lange y besitzt und die mit ihrer an- 
fSnglichen Lage MP U den Winkel P 0 MP u = u einschliefst. Der 
zurfickgelegte Weg ist dann 

1 ) * + Vu 

und sowie Mer x der Stellenzeiger des Funktes M oder der daselbst 
befindlichen Grofse ist, so bedeutet x + y u den Stellenzeiger des 
Funktes P„. Far «=0 hat man x-\-y 0 als Stellenzeiger von P 0 , 
und da andererseits OP 0 = x + y ist, so folgt 

2) y 0 = y=y • (-M); 

far « — n dagegen ist x + yn der Stellenzeiger von Pw, und da 
OPn — x — y, so ergiebt sich 

3) y n =—y=y • (— i)* 

Aus diesen Werthen schliefst man durch Induction, dafs der aLL- 
gemeine Ausdruck y u aus zwei Factoren besteht, deren erster y 
selbst, d. h. die Lange des Weges MP a ist, und deren zweiter von 
dem Winkel u abhangt, indem er die Grofse der Ablenkung u an- 
giebt Wir setzen daher 

4) yu=y./0 0 

und suchen die unbekannte Function f(u ) zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke sei MP u +v eine zweite Gerade, welche mit OX den Winkel 
XMPu+v = u -f- v einschliefst und der Lange nach ebenfalls = y 
ist; man hat dann 

5) y u +v = y •/(« + »)• 

In so fern aber die Gerade y u+v ihrer Richtung nach um den Winkel 
v von y u abweicht, mufs auch die Gleichung 

*u+v=yu ■ f(?) 

stattfinden, indem man y u als die ursprangliche und y u +v als die ab- 
gelenkte Gerade ansieht; durch Substitution von y u aus No. 4) ver- 
/wandelt sich die vorstehende Gleichung in 

yu+v = y ■ f{u ) . f(v), 

deren Vergleichung mit No. 5) zu der Bedingung 
/(“) • /(«) — /(“ + ») 

fflhrt. Hieraus bes timm t sich die Natur der Function f(u); nach 
§. 41 ist namlich 

/(«)= [/(!)]“ 

oder kflrzer, wenn die constante Grfifse f(l) mit a bezeichnet wird, 

/(«) = «». 
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Der Werth von a wird durch die Bemerkung gefunden, dais die nun- 
mehrige Gleichung 

6 ) yu=y<i u 

fttr « = ?r mit der Formel 3) zusammenfallen xnnfs; man erhaJt so 

y a =y y • (— 0 

nnd folglich 

i_ 

« = (-!)*. 

Aus der Gleichung 6) wird jetzt vermoge dieses Werthes von a 

1 u 

7) y u = yl(— if]“ = y(— i)*. 

1st der Ablenkungswinkel ein rechter, also u = so folgt 

8) — Jr (-!)* — » 

und es bedeutet demnach y y — 1 eine Gerade, welche die Lange y 
besitzt, aber senkrecht auf ihrer urspriinglichen Kichtung steht. FQr 
OM — x und ein rechtwinklig darauf errichtetes MP = y ist nun- 
mehr 

der Stellenzeiger des Punktes P oder der an dieser Stelle stehenden 
Grofse. FOr u — \n wflrde sich auf ahnliche Weise 

y\n = y (— !)* = y (— i) V — 1 = — y V — 1 

ergeben, wonach der Ausdruck 

x — y V — l 

als Stellenzeiger des unterhalb liegenden Punktes P > gelten mufs. 

In dieser Untersuchung liegt nun die reelle Bedeutung der com- 
plexen Zahlen. Auf dieselbe Weise namlich, wie eine reelle Zahl x 
das Mittel ist, um sich eine bestimmte Stelle der einfachen Grofsen- 
reihe zu vergegenwartigen und vor der Einbildung festzuhalten, so 
client die Zahl x + iy zur Fixirung einer bestimmten Stelle in der 
Doppelreihe von Grofsen; setzen wir z. B. voraus, dafs in der auf 
Seite 264 verzeichneten Doppelreihe s, von a aus gerechnet, an der 
Stelle x, und Gc, von e aus gezfihlt, an der Stelle y stehe, so ist 
* + iy der Stellenzeiger von ® 

x — iy - - - e 

— x-\-iy - - - (£' 

— x — iy - - - e' 

Zugleich ergiebt sich, dafs die Zahlen + i und — i fur die laterale 
Erweiterung des Zahlengebietes dasselbe sind, wie + 1 und — 1 far 
die longitudinale Fortsetzung desselben. Wahrend namlich + 1 einen 
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Pig 12. 


Schritt vorwarts (etwa nach rechts) in der einfachen .Zahlenreihe a, 
p, y, ... bezeichnet nnd — 1 einen Schritt riickwSrts (nacli links), 
so geschieht der tfbergang yon einem Gliede der Eeihe a, §, y, ... 
zu dem entsprechenden Gliede der darfiberstehenden Eeihe (z. B. der 
Schritt von 8 nach D) mittelst der Zahl -f- i und der umgekehrte 
tfbergang zu dem entsprechenden Gliede der nachst tieferen Eeihe 
(z. B. der Schritt von 8 nach d) mittelst der Zahl — i*). 

Noch mogen einige Bemerkungen liber die Constructionen folgen, 
welche zur geometrischen Darstellung der Addition, Subtraction, Mul- 
tiplication und Division complexer Zahlen dienen. 

In Fig. 12 sei OM — x, ON = y, 
mithin x-\-iy der Stellenzeiger desjeni- 
gen Punktes P, welcher die Coordinaten 
x und y besitzt, ferner sei x' + iy der 
Stellenzeiger eines zweiten Punktes P, 
so kann man fragen, welcher Punkt P" 
der Summe x + iy + (x' + iy ) ent- 
~x spricht. Nach der Eegel fur die Addi- 
tion complexer Zahlen ist P" dexjenige 
Punkt, dessen Coordinaten OM" — x-\- x und ON" — y + y' sind. 
Aus naheliegenden geometrischen Griinden bildet P' die vierte Ecke 
des aus den Seiten OP und OP gebildeten Parallelogrammes, er 
kann also, wenn P und P gegeben sind, unmittelbar d. h. ohne vor- 
herige Aufsuchung von x, x, y, y construirt werden. Ganz analog 
gestaltet sich die geometrische Darstellung einer Differenz; in die- 
sem Falle sind etwa P" und P' gegeben, aus denen P durch eine 
leicht aufzufindende Construction hergeleitet wird. 

Um das Product zweier complexen Zahlen zu constrairen, den- 
ken wir uns die beiden Factoren durch Modulus und Amplitude aus- 
gedrttckt, namlich 

x -J- iy = r (cos 8 + i sin 8), 
x' -f- iy = r (cos 8' -(- i sin 8'). 



*) Die obige Dentung der complexen Zahlen ist scbon 1750 von H. Kuhn (Novi 
comment. Acad. Petrojpol. ad annum 1750) angeregt, aber erst von Gauls begrfindet 
worden (Gottinger gelehrte Anzeigen , Jahrg. 1831, S. 64). Den im Texte gegebenen 
Beweis neb&t einer Geschichte aller hierher geh5renden Arbeiten verdankt man W. Dro- 
bisch (Berichte fiber die Verhandl d. K. Sfichs. Gesellsch, d. Wissensch., Bd. II, 
S. 171). Spfiter bat M obi us gezeigt, wie man mittelst der obigen Construction Eigen- 
schaften von Punkten in einer Geraden auf Punkte in einer Ebene fibertragen und da- 
mit zu neuen Verwandtschaften ztvischen Punktesystemen gelangen kann. (Bericht d. 
K S. Ges. d. Wissensch. Jahrg. 1852 , S. 41 u. Jahrg. 1853 , S. 14.) 
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Fig. 18. 



In Fig. 13 sei femer OP = r, L XOP 
= 9, OP' mm/, L XOP = 9', es sind dann 
P und P' die Reprasentanten der beiden com- 
plexen Factoren. Da nun 

(x + iy) (x + it/') 

= rr [cos (9 + 8') + isin (8 + 9')] 
ist, so wird das Product durch einen Punkt 
dargestellt, dessen Modulus rr und dessen 
Amplitude 8 + 8' betragt. Um zun&chst rr' als 


Idnie construiren zu kSnnen, nehmen wir auf der a-Achse die Strecke 
OA gleich der Langeneinheit, zieben AP und construiren ein dem 
Dreiecke OAP Shnliches Dreieck OP'P" der Art, dafs OA und OP 
entsprecbende Seiten, L AOP und L POP' gleiche in derselben 
Drebungsrichtung genommene Winkel sind. Aus der Proportion 
OA : 0P= OP : OP' 


folgt nun OP" = OP . OP — rr, mitbin ist OP' der Radiusvector 
von P wenigstens der Grofse nach. Zufolge der Construction hat 
man femer L XOP' = 8 + 9', mitbin ist zugleich L XOP" die 
Amplitude von P", also P" der gesucbte Punkt. Die Multiplication 
der beiden gegebenen Factoren besteht hiemach darin, dafs der 
Modulus r im Verhaltniss von 1 : r vergrofsert und gleichzeitig die 
Amplitude e um 8' vermehrt wird. Auf ganz ahnliche Weise l&fst 
sicb der Quotient zweier complexen Zahlen construiren. 


Capitel XE. 

Die complexen Reihen und Producte. 

§. 60. 

Gnmdbegrife. 

Auf gleiche Weise, wie wir den Begiiff der Function in so fern 
erweitert haben, als wir uns nicht mehr auf reelle Variabele be- 
schrfinken, ist auch der Begriff der Reihe einer Yerallgemeinerung 
fahig, indem an die Stelle der frOheren reellen Reihe 
“o +«i +« s +w 8 -l 

eine Reihe complexer Zahlen gesetzt werden Town. 1st diese com- 
plexe Reihe eine endliche 

(»o + Wo) H- ( y i + *»i)+ (»a + *» a ) + h («_, + 
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so hat die Betrachtung derselben keine Schwierigkeit, da die endliche 
Beihe als Summe einer endlichen Anzahl Summanden erscheint und 
demgemafs auch outer der Form 

V q — j — V 2 — ( — ... j 

4" 1 ( !i> 0 +®l+ a 'j+'” + “'ll-!) 

dargestellt werden kann. Geht aher die Beihe ins Unendliche fort, 
so entsteht, wie friiher, die Frage nach ihrer Convergenz Oder Diver- 
genz, wobei es jedoch vorher einer Verstandigung darfiber bedarf, 
was Convergenz oder Divergenz einer complexen Beihe heifsen soli. 
Hierilber zu entscheiden, ist nicht schwer, wenn man sich erinnert, 
dais nor convergente reelle Eeihen einer bestimmten reellen Zahl 
gleich gesetzt werden dorfen, welche letztere dann die Somme der 
Beihe ist; behalten wir diese Definition ungeandert bei, so heifet die 
complexe Beihe 

( v o 4- iw o) 4“ C^i 4" l ' w i) 4“ (** 4~ iw i) 4~ • • • 
convergent, wenn sich eine bestimmte complexe Zahl V + iW fin- 
den lafet, welcher die obige Beihe gleichgesetzt werden darf; dar- 
aos folgt 

v o 4~ "i 4~ v $ 4” v s 4~ • • • — ? 

U>0+ W l+ W 3+ W i + -'-= ff ' 

ond hier miissen non die einzelnen reellen Eeihen convergiren, weil 
sie aufserdem keine bestimmten Sommen V ond W haben wtirden. 
Man kann demnach die Definition der Convergenz einer complexen 
Beihe aoch folgendermaafsen aosdriicken: 

Die complexe onendliche Beihe 

(»o 4- iw o) + ( v i 4- »i) 4- ("i 4- 4- • • • 

heifet convergent, wenn die reellen Beihen 

v o + v i + v t,+ ®*4-**- 
w o 4- w i 4~ w i 4- w s 4- • • • 

gleichzeitig convergiren, divergent dagegen, sobald die eine 
oder andere der genannten reellen Beihen divergirt oder beide 
divergiren. 

Dieser Definition znfolge redocirt sich die Untersochong der Conver- 
genz oder Divergenz unendlicher complexer Eeihen aof die Prfifung 
zweier reellen Beihen und kann demnach unter Zuziehong von Cap. Y. 
jederzeit durchgefiihrt werden. Setzen wir z. B. voraus, es sei eine 
reelle Beihe von der Form 
1) A 0 -\-A t z 4* A t z % 4*^s« s 4-» •• 

dadurch in eine complexe Beihe fibergegangen, dafe z ( cos 0 4- * sin 0) 
an die Stelle von z getreten ist, so hat man die complexe Beihe 



270 Cap. XL Die complexes. Reihen usd Products. 

2) -j- J x s ( cos 9 -}— e sin 5) -j- A 3 s ! ( cos 29 -j- i sin 26) 

-j- A s s s (cos 39 -j— i sin 39) -j- . . . 

und als reelle Reihen daraus 

j4q -j- j/jS cos 9 -f- A x z s eo.s 29 -f- A 3 s s cos 89 -J- . . 

A x z sin 9 -f- A^z' z sin 29 -j- A 3 s s sin 35 — j— - - . ; 

die letzteren convergiren, wie sehr leiclit zu sehen, jedesmal, wenn 
diefs mit der Reihe 1) der Fall ist, und man kann daher sagen: die 
complexe Reihe 2) convergirt immer unter denselben Bedingungen, 
unter welchen die reelle Reihe 1) convergent bleibt. So z. B. con- 
vergirt die reelle Reihe 

i z + -hi 5 ® + — 

far l>isr> — 1; dasselbe gilt auch von der complexen Reihe 

3) -f s (cos 9 + i sin 9) -j- 3 * (cos 29 — J— / sin 29) 

-j- -Ja 8 (cos 39 -f~ j sin 39) -1- . . . 

Fur # = 1 divergirt die obige Reihe; die complexe Reihe bedarf dann 
einer besonderen Untersuchung, und zwar findet man aus §. 32, dass 
sie noch convergirt, wenn 9 kein gerades Yielfaches von n ausmacht; 
fQr z > 1 oder z <, — 1 divergirt die reelle Reihe und ebenso die 
complexe. Mit diesen einfachen Bemerkungen ist fur alle FSlle die 
Entscheidung gegeben. 

Was femer die Rechnung mit unendlichen complexen Reihen be- 
triffi, so wird man sich leicht aberzeugen, dais sie ganz denselben 
Regeln unterliegt wie die Behandlung der reellen Reihen, und zwar 
folgt diefs aus der Bemerkung, dais jede complexe Reihe als Com- 
plex zweier reellen Reihen angesehen werden darf. Man kann dem- 
nach zu jedem der in §. 33 enwickelten Satze ein Correlat aufstellen, 
welches die Erweiterung desselben auf complexe Reihen ausspricht. 
So z. B. wird unter der dort gemachten Determination das Product 
der convergenten reellen Reihen 

(a 0 a x s a s s s -j- a s s 8 -{-... 

\ d o + A * s * + *s sS ■ 

durch die convergente Reihe 

5 ) a 0 b o+(. a o b i+<*i b o) s -\-(. a o b s+ a i b i+ a a b o) zi -1 ' 

dargestellt; betrachtet man statt dessen die complexen Reihen 

ja t 4 - a x s (cos 9 isin 9) a s = 2 (nos 29 -f- i sin 29) -f- . . . 

\^o + b i s (, e °s ® + » sin 6 ) -|- i s r s (cos 29 -|- i sin 29) + . . . 
welche convergiren, wenn hier e denselben Bedingungen wie in No. 4) 
geniigt, so enthalt das Product, nach Potenzen von s geordnet, die 
n&nlichen Partialproducte a 0 6 0 , a a b x , a x b 0 etc. wie No. 5), aber 
aufserdem noch mit goniometrischen Factoren behaftet. Zerlegt man 
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das Product in seinen reellen und imaginaren Theil, so findet man 
zwei Reihen, welche rascher als die Reihe 5) convergiren, weil ihre 
einzelnen Glieder kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe 5) 
sind; es convergirt also auch die complexe Reihe, welche das Pro- 
duct der complexen Reihen in 6) darstellt. Ahnliche Schliisse gelten 
fUr alle solche Erweiterungen der in §. 33 enthaltenen Theoreme. 

Sowie nun fruher Summirungen reeller Reihen vorgenommen wur- 
den, so kdnnen jetzt auch complexe Reihen summirt werden, indem 
man sie anaJogen Betrachtungen wie jene unterwirft. IJm diefs zu- 
nachst an einem einfachen Beispiele zu zeigen, erinnem wir an die 
Summenformel fiir die geometrische Progression 

7) 1 + x -j- x a — J— ar 3 + t* + . . .+ x" - ’ 



die man auch als das Ergebnifs einer ausgefuhrten Di-vision ansehen 
kbnnte. Da nun, den Lehren des §. 53 zufolge, die Grundoperationen 
bei complexen Zahlen dieselben wie bei reellen Zahlen sind, so mufs 
die obige Formel auch fiir ein complexes x, etwa 

x=s ( cos $ + i sin 8) 

richtig bleiben; man erhalt durch diese Substitution 

8) 1 ■+ — (cos 8 — j— i sin 8) — J— s® (cos 28 -j— i sm 28) — |— ... 

. . . + x“~ l (cosn — 18-j-i sin n — 18) 

1 — s 11 (cos ni + j sin »8) 

1 — s cos 8 — is sin 8 

Multiplicirt man Z&hler und Nenner des rechter Hand stehenden Aus- 
drucks mit 

1 — a cos 8 + is sin 8 

und vereinigt soviel als mbglich, so geht derselbe in den folgenden 
fiber: , 

1 — s cos 8 — s n cos h 8 + s fl+1 cos (n — 1)8 
l — 2s cos 8 + s* 

. s sin & — z n sin «8 + * fl+1 sin (n — 1)8 
1 — 2s cos 8 + a* 

Aus der Yergleichung der reellen und imaginaren Partie des vorlie- 
genden Ausdruckes mit den reellen und imaginaren Theilen der Reihe 
in 8) fliessen jetzt unmittelbar folgende Reihenformeln: 

9) 1 + * cos 8 + a* cos 28 + s i cos 38 + ... + a* -1 cos (n — 1)8 

1 — s cos 8 — s n cos «8 + z' 1+1 cos (n — 1)8 

1 — 2s cos 8 + s * 



272 


Cap. XT. Die complex en Beihen und Producte. 

10) z sin 0 -J- s* sin 29 -f- z s sin 30 ... — (— a* -1 sin (n — 1)9 

s sin 9 — s n sin n9 -j- s n +' sin (n — 1)9 

1 — 2s cos 9 -j- a* 

von deren Richtigkeit man sich auch umgekehrt tiberzengen kann, 
indem man beiderseits mit 1 — 2g cos 9 + e s multiplidrt und linker 
Hand jedes doppelte Product zweier goniometriscben Functionen in 
eine Summe zweier Cosinus Oder Sinus zerlegt. 

Nehmen wir e als echten Bruch, lassen die Gliederzahl ins Un- 
endliche wachsen und beachten, dais g n unter der obigen Voraus- 
setzung die Null zur Grenze hat, so gehen die Formeln 8), 9) und 
10) in die folgenden fiber: 

11) 1 -j- 3 ( cos 9 i sin 9) -j- s 3 (cos 29 -f- i sin 29) . . . 

1 1 — z cos 9 -{- is sin 9 

1 — s (cos 9 -|- i sin 9) 1 — 23 cos 9 -j- s s 

12) 1 -f- s cos 0 -f- 3 s cos 20 s a cos 30 s* cos 40 -f- . . . 

1 — s cos 0 

1 2 3 COS 0 -f- 3* 

13) ssui-f s s sin 29 -j- s 3 sin 30 -J- s* sin 40 -J- . . . 

s sin 0 

1 — 2s cos 9 -f-js 8 

wobei alien drei Formeln die Bedingung 

1>*>— 1 

gemeinschaftlich zukommt. 


§. 61. 

Die Binomialreihe mit eomplexer Variabelen. 


Die Rechnungsoperationen, mittelst deren wir in §. 37 die Summe 
der Reihe 


/0‘) = i + f* + 


— 1 ) , Kft— j) 0—2) 


1 . 2 


1.2.3 


* 8 +.... 


— (p)o ■+• OOl x + (f)» ** + (fOs x * + 

bestimmt haben, bezogen sich hauptsachlich auf fi und waren ganz 
unabhfingig von der Frage, ob x reell ist oder nicht; daher lafst sich 
dasselbe Verfahren auch zur Summirung der complexen Binomialreihe 
1) /0*)=(f*)o + (f 1 ) x s i cos 8 +• * sin 9)+(i“) 3 ** (cos 20 -j- isin 29) -f- . . . 
benutzen, vorausgesetzt naturlich, dais dieselbe convergirt. Die frag- 
liche Reihe besteht nun aus den beiden reellen Reihen 

GOo + (f*)i seos 9 + (fO s z* cos 20 + , 

(fi) 1 g sin9 + (ft), ** sin 20 + , 

welche ffir g 3 < 1 gleichzeitig conveigiren und ffir g* > 1 gleich- 
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zeitig divergiren; im Falle s 2 = 1 ist nach §. 32 zur Convergenz die 
Bedingung Lim (j.t) n = 0 erforderlich und dieser geniigt man durch 
die Annahme — 1 < p C + oo (s. §. 23, Formel 2). Den in §. 32 
erwahnten Ausnahmefall, wo 6 ein Vielfaches yon it betrSgt, kSnnen 
wir flbergehen, weil derselbe auf die Binomialreihe mit reellen Ya- 
riabelen zuruckfiihren wiirde. 


Aus der Gleichung 1) erhalten wir nach derselben Methode wie 
in §. 37 flir f(ji) die Eigenschaft 

mithin bei alien reellen /z 

m=uo-w> 

<L L, wenn f(l) mittelst der Gleichung 1) bestimmt wird, 

/■(ft) = [1 + * (cos 8 i sin 6)]/*; 

demnach gilt die Formel 

2) [1 + s ( cos ® + i sin 8)]^ 

— (f*)o + 00 1 s ( cos 8 + i sin 9) + (f*) s a* (cos 28 + i sin 28) + . . . . 
und zwar unter den Bedingungen 

i entweder ** .< l und ft beliebig, 

' | oder ** = l - — 

Um eine Vergleichung der beiderseitigen reellen und imagin&ren 
Theile vomehmen zu konnen , bringen wir die Basis der links yer- 
zeichneten Potenz auf die Normalform complexer Zahlen, indem wir 
setzen 

1 + s (cos 8 + 1 sin 8) = r (cos x + i sin r). 

Daraus folgt zun&chst 

4 ) r = '^\^2s~cosT^z 2 , 

wo das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist, femer 

s sin 9 , z sin 8 , , 

tan * = — — Oder X = arctan - — ■ - + Aw 

1 + * cos 8 1 + z cos 8 — 

worin It eine beliebige gerade Zahl bedeutet; zur Abkttrzung sei 

5) to = arctan - — 7 — - . , mithin t == a + kit. 

1 + z cos 8 — 

Man hat nun mit Bllcksicht auf das in §. 53 Gesagte 

[ 1+2 (cos 8 + i sin 6)]“ = + [ cos ft (r + 2 An) + i sin ft (r + 2 Aw)] 

=(1 + 2* cos 9 + [cos ft (a> + nit) + i sin ft (eo + nw)] 

und darin bezeichnet n = 2h + k irgend eine positive oder negatiye 
gerade Zahl. Endlich fuhrt die Vergleichung der reellen und imagi- 
naren Theile zu folgenden zwei Formeln 

6) (1 + 2* cos 8 + •**)!#* cos ft (co + nn) 

— Wo + Wi ■* cos 9 + (ft) s s* cos 29 + (ft), *» c<w 89 + 

SohlOttllch alffebr. Analysis. 6. Aafl jg 
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(1 -j- 2 s cos 9 -j- 5*)» u sin ft (a -f- art) 

= (ft) 1 s sin 9 -{- («) s 5 - sin 29 -{- (u) s c 3 sin 89 -j- . . . . 

Der Natur der Sache nach bestehen die linken Seiten dieser Glei- 
chungen aus mehrdeutigen Ausdrttcben, wahrend jede der rechts ver- 
zeichneten Eeihen nnr eine Summe besitzt; daber mufs n bestimmte 
Werthe haben , entweder einen einzigen immer gttltigen oder nach 
einander verschiedene, je nacb der Grofse des z oder 9. (Man kann 
sicb z. B. denken, dafs n — — 2 oder = 0 oder = + 2 zu nehmen 
ware, jenachdem z zwiscben — 1 und — 4 oder zwischen — -J und 
+ \ oder zwiscben + \ und -f- 1 liegt.) Hieriiber entscheidet fol- 
gende Bemerkung. Die Eeihen in No. 6) und 7) schreiten nacb Po- 
tenzen Ton z fort, mithin sind ibre Summen stetige Functionen von 
z innerhalb der Grenzen der Convergenz (§. 31, S. 128), daher miis- 
sen aucb die linken Seiten der Gleichungen 6) und 7) continuirliche 
und endlicbe Functionen von z sein. Was nun den ersten Factor 

(1 + 2s cos 9 + 

betrifft, so bleibt derselbe bei positiven /u immer endlicb und stetig; 
bei negativen ft wQrde er unendlich werden, wenn 1 + 2z cos 9 -+• e a 
den Wertb Null erhielte, und dieser Fall lafst sicb durcb die An- 
nabme «*<1 vermeiden , weil dann immer 1 + 8 s ~>2z^>2z cos 9 
ist. Im zweiten Factor ist unter derselben Yoraussetzung w eine 
endlicbe und stetige Function von s, dagegen andert sicb n sprung- 
weise, und daber wiirden cos ft(<n nrr) und sin fi(oj + nrt) Unter- 
brechungen der Continuitat erleiten, wenn n nacheinander verschie- 
dene Werthe erhielte. Die Continuitat der linken Seiten von 6) und 7) 
erfordert demnach, dais n immer denselben Wertb behalt, solange e 
zwischen — 1 und + 1 bleibt; urn diesen einen Wertb von n zu fin- 
den, genfigt irgend eine Specialisirung des z, am einfacbsten jer ===== 0, 
wodurch to = 0 wird und folgende Gleichungen entstehen 
cos (inn = 1 , sin (inn = 0. 

Bei beliebigen ft kbnnen diese Gleichungen nux dann zus ammenb e- 
steben, wenn n = 0 ist; man bat daber 

8) (1 -f- 2s cos 9 -J- cos ( ft arctan z -~~— - — ) 

V 1 -j- % cos 9 J 

— (f*)o + (f»)i * cos 9-1- (ft), s* cos 29 + (ft) s a 3 cos 89 -+- , 

9) (1 -f- 2s cos 9 -f- s 2 ) !•“ tin (ft arctan — - ** - ln ~ — ^ 

V 1 + 5 cos 9 J 

= 0*)! s sin 9 -f- (fi)j s 2 tin 29 (fi) 8 s® sin 89 -j- 

Im Falle eines ganzen positiven ft brechen diese Eeihen ab und 
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gel tea dann,'wie leicht zu sehen ist, ohne alle Beschrankung des z; 
in jedem anderen Falle nraTs z zwischen — 1 und 1 enthalten sein. 

Einige bemerkenswerthe Specialisirungen der Formeln 8) und 9) 
sind folgende. Flir ein ganzes positives /*=m und z = 1 wird 

z sin 9 , , .. 

arc tan - — ; - = arctan (tan -is) 

1 + s cos 8 v T J 

was mit |9 ttbereinkommt, wenn |6 zwischen — -J-jt und + ^tt, mit- 
hin ® zwischen — n und + « liegt. Unter dieser Voraussetzung er- 
geben sich die Formeln 

10) (2 cos -J- 9)"* cos ^ m8 

= (m) 0 -f- (m) 1 cos 9 -f- (m) i cos 28 + (m) 8 cos 3© — |— ... — (wi) — cos *»8, 

11) (2 cos -J-9)™ sin £m6 

= («i)j sin 8 + ( m )s *«* 28 -f- (m) 8 sin 3® -j— ... — (m) m sin r«0. 

Da beide Seiten dieser Gleichungen unge&ndert bleiben, wenn far 8 
der Reihe nach 2n + 8, 4^+9 etc. gesetzt wird, so gelten die ge- 
nannten Gleichungen auch fur jedes beliebige 9. 

Eine zweite Specialisirung ergiebt sich durch die Annahme e = 
— cos 8, wobei wir 0 < 8 <; n voraussetzen , damit z stetig von — 1 
bis + 1 gehe; es wird 

12) sin 1 * 8 cos ft (■£ n — 6) = («)„ — (fi) 1 cos 6 cos $ -j- (u) t cos * 8 cos 29 

— (fi) a cos 8 8 cos 39 4~ • • • • 

13) sin * 1 8 sin ft (|-7r — 8) = (fi) x cos 8 sin 8 — Qa), cos 2 8 si» 29 

4~ (f*)s cos® 8 sin 39 — .... 

0 <8<je. 

Im Fall [a. eine ganze positive Zahl ist, gelten auch diese Formeln 
for jedes beliebige 8. 

Ffir 8 = ^tt erhalt man aus No. 8) und 9) 

(1 4- «*)&* cos (ft arctan z) = (ft) 0 — ( t i) i s* 4- (fi) 4 s' — (f*) 6 a* 4- . . . . 
(1 4- z*)^ «'a (ft arctan a) — (ft) x * — (ft) 8 s® 4“ (f*) 5 * 6 — 

— K*<+1, 

Oder wenn ardent s = u, mithin z — tan u gesetzt wird, 

COS till 

14) = (ft), — (ft), tan* u 4- (f*) 4 tan'll — (ft) 6 tan 6 u 4- , 

15) = Wi tan “ _ W« “ + 00b « — 

— ^j*<a<4“i w - 

Diese Formeln sind in so fern die Verallgemeinerungen von den For- 
meln 4) und 5) des §. 44, als hier /.t beliebig ist, wShrend ® auf das 
Intervall — \n bis +±rc beschrankt bleibt Auch lassen sich mit 
den Formeln 14) und 15) genau dieselben Umwandlungen vomehmen, 

18* 
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welche in §. 44 zu den Gleichungen 10), 11), 13) und 14) fQhrten; 
es gelten daher bei beliebigen (x nnd fur — %n< u < •+• \n fol- 
gende Tier Gleichungen: 


16) cos pu = l — - — 


sin' 


ft 2 (ft* — 2 2 ) (ft 2 — 4 2 ) 


17) COS ILU—COSU j 1 


IS) sin fiu — j sin u - 


V 


1.2. 3. 4 


sin* u 


sin s « + ••••> 


1.2 

(ft*-l*)(ft 2 — 3 2 ) 

1 .2.3.4 


5272 4 22 . 


5272® U 


II 

19) 5272 |UZ2 — COS U - 5272 22 ■ 


ft (ft* l 8 ) 

1.2.3 
(ft* — l*)fr*— 3») 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 

fK*’ -»*)„« 


1.2.3 


5272 3 22 


ft (ft 2 — 2*) (ft 2 4 2 ) 


5272' 


\ 

22 . . . . j. 


* 1.2. 3. 4. 5 

Die Greazen — und + ±7t, innerhalb deren diese Resultate rich- 
tig bleiben, lassen sich durch folgende Bemerkung etwas erweitem. 
Setzt man in No. 16) fi — 21, u — \v, so hat man 


1 1 PW . o i » 

cos Xu = 1 ^ 5272* -J V -f- 

1.2 


(2 A) 2 [(21) 3 — 2 2 ] 
1 .2.3.4 


5272 4 % V . . . , 


= 1 ~ 1T2 (2 sin t v) * + T~¥T 3 74 (2 sin * B) * 


I s (A* — 1*) (I s — 2 s ) 


(2 sin — j— • « • • 

in 


1 . 2 . 3 . 4. 6 . 6 

und zwar gilt diese Gleichung unter der Bedingung 
<; -+- \tc d. h. — <c< + \it. Ferner ist 

2 sis 2 = 1 — cosv= 1 — — sin * v, 

wobei das Wurzelzeichen im absoluten Sinne genommen werden mufs, 
weil der Cosinus eines zwischen — \n und liegenden Bogens 
v positiy ist; entwickelt man noch yi — sin 3 v nach dem binomi- 
schen Satze, so wird 


2 sin * \v = 


sin 3 v 1 sin 1 v , 1 . 3 sin 8 v 


+ 2 4 


2.4 6 




/A • i - • , 1 sin 1 V f 1 * 8 5272 6 V , 

(2 *» *»)• — ««* 0 + g - 2 — + — + 


.4 3 


oder 
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Indem man beide Seiten dieser Gleicbung nacb einander auf die 
zweite, dritte u. s. w. Potenz erhebt, gelangt man zu Reiben far 
(2 sin $«) 4 , (2 sin £t>) 6 etc. und es ist dann 

cos Xv = 1 — - — - v -j- £sin* v -}-^sin 6 v -J- . . . . j 


+ - 2 1 * ) «* 4 B + . 

A* (A 8 — I s ) (A* — 2 s ) 


•! 


1 . 2 . 3 . 4 


sin * !>-{-. . . .j 


+ 


Diese Doppelreibe genfigt den Bedingungen, unter welcben die An- 
ordnung nach Yerticalcolonnen yorgenommen werden darf; man erhfilt 
(immer far — \it -eC v \ tc) 

A* . „ , A* (A* — 2 s ) 


20 ) cos Iv — 1 — 


- sin 4 v — . . . 


1.2 1 1 . 2 . 3. 4 

und zwar mufs dieses Resultat mit No. 16) ubereinstimmen, weil es 
im Falle — v nicht von Dem verschieden sein kann, 

was die Gleichung 16) fiir fi = X und u = v geben wflrde. Man ge- 
langt also formell zu nicbts Neuem, wohl aber zeigt sich, dafs die 
Gleichung 20) far — \n <.v oder die Gleicbung 16) fBr 
— \jz<Lu<. + \n gultig bleibt. Ganz ahnlicbe Betracbtungen sind 
auf die Gleicbungen 17), 18), 19) anwendbar, und man kann dem- 
nach die Formel 16) bis 19) far alle zwiscben — \n und lie- 

genden u in Anspruch nehmen*). 

Noch wollen wir ein paar bemerkenswertbe Folgerungen aus den 
Gleicbungen 16) und 19) erwahnen. Die erste dieser Gleicbungen 
lafst sicb folgendermaafsen darstellen 
1 — cos fiu sin a u 


2 p a \sin* u 

3 v 4 


sin 6 u 


6 


*) Eine femere Erweiterung des Giiltigkeitsintervalles ist flbrigens nicht moglich. 
Idegt z. B. v zwischen nnd n, so ist 

2 sm* = 1 -|- V^l — sm* * 

_ m* v „ sin* v 

a * ~ ’ 

nnd nun wird das Besnltat ein ganz anderes. Biefs sieht man auch leicht a posteriori. 
Die Beihe in No. 16) bleibt nSmlich dieselbe fdr u ® to und fir u =* n — to, dagegen 
sind cos pio nnd cos p {% — to) verschieden (wofern p nicht eine gerade Zahl ist), mit- 
hin h6rt die Giiltigkeit der Gleichung 16) auf, sobald « den ersten Qnadranten tUber- 
schreitet 
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und venn fi als echter Bruch vorausgesetzt wird, so betrSgt das im 
ft*® 0 Gliede vorkommende Product 

weniger als die Einheit, aber mehr als das unendliche Product 

(, _ f i (i 't!') — — if? - 

V ssjl 1 42 JI 1 6*J * * * " *#w ’ 

diefs giebt folgende zwei Ungleichungen 


cos fiu ^ sin* u 

775 ^ a * 


2 sin 4 u 

3 4 


1 — cos fiu sin 


in ^ fiit ( 

15* \ 


sin A u 


2 . 4 sin 6 

3 T 5 6 

2 a 

’5 




/Lt* ^ fire ^ 2 '34 

Indem man 1 — cos fiu (lurch 2 sm* ersetzt; zieht man hieraus 

u* f$in 

T vTf** J 

f 2 4 a , 2 . 4 a , ^ 

^ Z 


2 


4 


3-5 6 


a* 2 /■ 5271 £ * sin | fin 

I l ! * 


$fiu J ‘ 

durch tJbergang zur Grenze far unendlich abnehmende fx verwandelt 
sich diese Ungleichung in die Gleichung 


2D V- 


sin^u f 2 sin 4 u x 2.4 sw 6 22 , 
+ 3~4 ^3.5 6 


2 


Oder 

22) 


— i 9 * ^ M ^ H~ Tf n i 


x * 2 3T 4 

(*«•«'» rj ! = j + jY 


2 . 4 a: 6 

T” t • • • •» 


3.5 8 

wobei sinu = x gesetzt wurde. 

Die Gleichung 19) lafst sich folgendermaafsen darstellen: 

sin fiu . f 2 A ii*\ . 

(im \ 8 V. 2 *J 

+ HO _ p)(‘ 

und kann im tJbrigen vie vorhin behandelt werden; durch tlbergang 
zur Grenze far verschwindende ft erhfilt man 

23) u = cosusinuf 1 , _ , 

I 3 3.5 

oder auch 


[1 + | sin * u -f- 14 sin * « + j 


24) «= 


fan u 


1 + tan a 


-•( 


l + O 


2 tan* u 


3 1-)- tan 2 m 1 3 

— £*<*< + £«. 


, 2.4 { tan* u ^ 

’"3.5 Vl + ia»*«J 



279 


Cap. XI. Die complexen Eeihen uud Produete. 

Setzt man tan u = x, woraus u — arctan x folgt, so gelangt man 
zu einer fiir jedes endliche x geltenden Entwickelung von arctan x, 
namlich 

Hierin liegt wieder ein Mittel zur Berechnung der Zahl n; durcb 
Anwendung der Formel 

£ n = 5 arctan -f- 2 arctan -fa 

ergiebt sicb z. B. 


?-lfi | 2 2 | g-ifAV | h±l(±Y | \ 

4 10^ T 3 100^3 . 5 \100J ‘3.5.7 VlOOy ^ f 

7584 f 2 144 2 . 4 f 144 \* ) 

+ 100000 ^ + 3 100000 3 . 5 VlOOOOoJ j 


7584 ( 2 144 2 . 4 / 144 \* } 

100000 ^ + 3 100000 3 . 5 VlOOOOoJ + f 

und hier brancht man nur wenig Reihenglieder, nm eine bedeutende 
Genauigkeit zu erreichen. 

Die Gleicbungen 17) und 18) gestatten eine ganz abnlicbe Be- 
bandlung, doch gelangt man dabei zu keinen neuen Resultaten. 


§. 62. 

Die Exponentialreihe mit eomplexer Variabelen. 

"Wie in §. 41 benutzen mv die Formel 


Xft, {( 1+ :)"}"•* w==< 


um von der Binomialreihe zur Exponentialreihe zu gelangen, wir ge- 
ben dabei von den Gleicbungen 8) und 9) des vorigen Paragrapben 
aus und denken uns der Einfacbheit wegen (i als ganz und positiv. 

Ersetzt man in den genannten Gleicbungen /.i durcb m, z durcb — , 

und tbeilt die m + 1 vorbandenen Glieder in zwei Gruppen von k 
und m + 1 — k Gliedern , so kann man schreiben 

( . s sin 8 \ 

1) I 1 + 2 — cos 6 H ^ ) cos I m arctan — I 

J V m m*J \ m-\- x cos 0 J 

i_i 

= 1 +-«coj 6-1 — - — ^ a® cos 20 -j— — - „ — — a* cos 884 -.. .. 

1 1 • a 1 . 2 • 8 


...+ 


1.2. 3 .... (A — 1) 


a*' - 1 cos (k — 1) 8 -|- If, 
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k— V\ 




1.2.8. 


j^os k 


1 — - 

A'9 + , , ~ s cos (i -J- 1) 9 -j- . 


*+ 1 


) 


Denken wir uns s beliebig gewahlt, dann k>e und m>k genom- 
men, so liegt der absolute Werth der zuletzt eingeklannnerten Reihe 
zwischen 


und 


+ {' + [0 + DO ’ + ET + • • • “} 
- {> + [i] + [O’ + GT + ■ • • “} 


wo jjfj den absoluten Werth von | bezeichnet; es ist daher, wenn 

unter q ein nicht naher angebbarer positiver oder negativer echter 
Bruch verstanden wird, 


2 ) R' = 




1 . 2 . 3 . • . . £ 


1 — 


m>k>s, — 1 <?'<+ 1 . 

Durch ganz ahnliche Betrachtungen erhalt man aus No. 9) des vori- 
gen Paragraphen 

i 

z sin 9 


8 ) (i+»;~» + 5 ) **( 


w arctan 


: — & sin 0 -[ — - — z s sin 29 4 
1 1*2 


4 - 2 cos 9 


) 


*“ 1.2.3. — (& — i) 

und darin bestimmt sich der Best durch die Formel 

k — 1 


s B sin 39 -j- . . . . 


4 ) 




s*-isin(k— l)9 + fl", 
»m 

) 


Q JS K 


1.2.3 .... k 


m>k>s, — 1 < p" < 4- 1. 
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Betrachten wir Tc yorlaufig als constant, m dagegen als unend- 
lich wachsende Zahl, so nimmt auch der Ausdruck 

m 2 in 


2 ms cosQ s 2 


z cos 0 -] 


ins Unendliche zu und mag defshalb mit co bezeichnet werden, woraus 

z 2 1 


2 — cos 0 -4 — s = — 
m m 2 co 

.i n /• isi" 


folgt; biemach ist 

(i + 2 s + s )" = [0 + ;)* J 


_ s 

9 + 


-[MT 

und durch tFbergang zur Grenze fQr gleichzeitig unendlich wachsende 


&) und m 

5) 


{( 


Lim ■(( 1 + 2 — cos 8 4 - 


Zur Abkurzung sei femer 

s sin 0 


sn- 


,2 C 08 0 


arctan 


&, mi thin tan # — 


s sin 0 


i + z cos 0 “““ ~ m + s cos 0’ 

dann convergirt & gegen die Null, wenn m unendlicli wird, und 
man hat 

s sin 0 O' 

m arctan — = m& = . m tan & 

m-\- z cast tan & 


cos i 


z sin 0 


sin & z 

s~ 1 4 - - cos e 

tr m 


dm ^ 


Lim I m arctan 


z sin 0 


: s sin 0. 


folglich 

) ^ m s cos 8 J 

Mit Hiilfe der Gleichungen 5) und 6) und unter Beachtung des Um- 
standes , dafs 

r . 1 ..2 k — 1 A 

Lim — = Lim — = Lim = 0 

mm m 

ist, zieht man aus den Gleichungen 1) bis 4) die neuen Besultate 

e* 0# * ® cos (s sin 8) = 1 + i s cos 8 4 - — s s cos 28 4“ • • • • 

1 1*2 

• ' • + I.S. .!(*-!) sl_1 COi ( *~ 1)9 + TTJT7I1 ^ZT?\ 
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9 sin (3 sin 0) = ^ z sin 9 -j- - * - s* sin 29 + • • • * 

1 1*2 


1 . 2 i) 


1 sin ( k — 1) 9 -f- 


1 . 2 . . . k 


*>*, 


l<t<+ 1, -1<9"<+1- 


Bringt man die Reste auf die linke Seite raid laist Js ins Unendliche 
wachsen, so gelangt man zu den folgenden ftir jedes endliche z giil- 
tigen Formeln 

7) e s co« 9 cgs s f n 

3 s* s* 

— 1 + J cos 9 - — - cos 29 + — g — 3 cos 39 + 


e= cot 9 sin (s sin 9) 

: j sin 6 + iti sin 29 “*■ rrrri 


- sin 30 -J- . 


Diese lassen sich Tvieder zu einer einzigen Grleichung zusammenzie- 
hen, namlich 

e* 009 ® [cos (5 sin 0) i sin (x sin 0)] 
s ( cos 0 -f- * sin 0) [s (cos 0 -|- i sin 0)l s 

“ 1 + I + T72 + *"- 

oder, wenn s cos 9 = x, z sin 9 == y gesetzt wird, 

9) «~*_ 1+ 5±* + <i±f>: + .... 


und es liegt Merin der Satz, dais die Exponentialreihe fur beliebige 
complexe Variabele gilt. Man kann dieses Resultat auch direct er- 
balten, wenn man die Summe der Reihe mit f(x + iy) bezeicbnet 
und die Natur der Function f mittelst des auf S. 181 angewendeten 
Verfahrens bestimmt. 

In dem speciellen Falle 6 = %rz fflhren die G-leichungen 7) und 
8) zu den scbon bekannten Entwickelungen von cos s und sin z. 


§. 63. 

Die Logarithmenreihe mit complexer Variabelen. 

Um den tibergang von der Binomialreihe znr Logarithmenreihe 
auf ahnliche Weise wie in §. 42 bewerkstelligen zu konnen, setzen 
wir wie in §. 61 

„ v x sin 0 

1 ) 00 = arctan - — 

1 -f- s cos 0 

und geben den Gleichungen 8) und 9) folgende Formen 
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(1 + 2z cos 0 -f- 5 8 )^ cos ft© — 1 
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2) S 

= ±s cos 9 + s* cos 29 -f ~ 1} (ft — *) 


1 . 


• + 


(ft — 1) (n — 2) ... (ft — A — 


3) 


1 . 2 ... (A — 1) 

(1 + 2s cos 9 -|- s*)4ft • — a 

‘ ft© 


£ S co$ 30 +• • • • 

V S k-1 cos {k— l)9 + rt\ 


= =^ s «'" 9 + TTF 


z* sin : 


» + 


(ft-1) (ft — 2) 


1.2.3 


5 s 52A J 


' + * 


(ft — — 1) (ft — 2) • • • (ft A — — 2) > . . // a i d" 

• • + - i 2....(A— 1) " s*— 1 sin (A — 1) 9 — J® . 

ifft 

[• 


■(*— l) 

Was zuerst die Reste R und R' betrifffc, so ist 


_ (ft — l)(ft— 2)...(n — A— l) ^ 

1 . 2 ... A 

(A — ft) (A + 1 


cos A9 
ft) 


A ft 


A — J— 1 
z 2 cos (k -f- 2) 0 


z cos (k + 1) 0 


J 


1 (A 4-1) (A 4-2) 
unter der Yoraussetzung eines positiven echt gebrochenen ft conver- 
girt die eingeklammerte Reihe sowohl fiir s* < 1 als aucb fur 
e* = 4- 1 , wofem im letzteren Falle 9 kein Yielfacbes von re aus- 
macht, mi thin ist bei dieser Annahme die Summe jener Reihe eine 
endliche Grofse , welche S' heifsen m5ge, also 

4) # = (ft — 1) (ft — 2) ... (ft — A — 1) g 

1.2... .A 

Auf gleiche Weise findet man 

5) jr — (ft — l)Qt — a)...Q.— J=I) si _ 1 

wo S" wieder die Summe einer convergirenden Reihe bedeutet. 

Wegen des nachherigen Bberganges zur Grenze for verschwin- 
dende ft machen wir ferner auf der linken Seite der Gleichung 2) 
Gebrauch von der Formel cos fioi — 1 — 2 sin 8 $/.ico und erhalten 
(1 4- 2s cos 9 + »*)4** cos fit o — 1 
ft 

(1 +2s coj9-1~3 j )s^ • ■ j ^ a> l ® sin $pa > ; 

da $ft und -$ (im gleichzeitig mit (. t gegen die Null convergireu, so 
gelangen wir zu dem Resultate 


6) Lim 


. (1-4-2* cos 9 -f- **)ift cos (too — 1 


= 4- 2 * cos 9 + **). 
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Ebenso findet sicb fOr die linbe Seite in No. 8) 


7) Lim 


(1 -1- 2 s cos 6 + s*)i“ sin ft® 


■■ a = arctan 


s sin 8 

1 « cos O’ 


und nunmehr bietet der "Cbergang zur Grenze fQr verschwindende (.i 
keine Sehwierigkeit. Lafst man vorl&ufig h ungeSndert und nennt a' 
und a" die jedenfalls endlicben Grenzwerthe von S' und S", so er- 
geben sicb aus No. 2) und 3) die Gleichungen 
^1(1 -{-2s cos 0 s 2 ) cos 6 — {s s cos2i-{-{z B cos 86 — .... 

.... 4- (- 1) 1 + = i ~ 1 «* (k — l) © 4- ( — 1) 1+1 J 


a sin 0 . . , , . _ , . 

arctan - — 7 - = sin 0 — sin 20-f--j-5 s sin 30 - 


1 + 5 cos 0 


1)* + ^ «» (* — 1) ® 4~ ( — 1)* +1 j **• 


Hieraus folgen wieder unendliche Reihen, wenn man die Reste auf 
die linke Seite schafft und nachher k ins Unendliche waehsen lafst; 
es wird nSmlich 

8) {1(1 -\-2scos9 + s*) = {scos9 — {s* cos26 + {s* cos 36 — .... 

9) arctan — ■— - = 4 s sin 6 — 4s* sin 26 4"4 sS stn 89 — . . . 

’ 1 4 -scos 6 T 7 1 T 

-l^z^+1 , 

wobei nur fur den Pall « s = l zu beachten ist, dafs 6 kein Viel- 
faches von it sein darf. 

Die Specialisirung s — — cos e giebt 

10) — J/(sm* 8)=4 C0S ® cos ® 4~ {cos 3 6 cos 25 4- {cos 3 6 cos 36 4~ ■ ■ • ■ ; 

11 ) — arctan (cot8)={cos6 sint -\- $cos* & sin 2Q -{-jfcos* 8 sin 36 4 ~ • . • ■ 

Hier ist zu bemerken, dafs im Allgemeinen {l(sm a 6) nicht durch 
l sin 6 ersetzt werden darf, weil iiberhaupt die Functionen ■}■?(**) 
und lx nur fiir positive, nicht aber fQr negative x identisch sind; 
beschr&nkt man dagegen 6 auf das Intervall 9 — 0 bis 0 ===== yr, so ist 
jene Substitution erlaubt. Ebenso kann arctan (cot 8) im Allgemei- 
nen nicht = arctan [tan ({it — 6)] = — 8 gesetzt werden, denn 

die erste Function ist periodisch wie cot 8, wahrend die zweite keine 
Feriodicitat besitzt 

FQr 0 = 1 erhalt man aus den Gleichungen 8) und 9) 

12) l2+{l(cos* £8) 

= 4 cos 8 — $cos 28 4~ 4 cos 88 — 4 cos 48 4“ • • • • 

13) arctan (tan 48) 

= 4 sin 8 — \sin 28 4- 4*^* 88 —4*™ 46 4- • • • •» 



Cap. XI. Die complexes Keihen und Producte. 285 

Oder spedeller, wenn 9 auf das Intervall — sr bis 4- jr beschr&nkt 
wird, 

14) 12 1 cos ^ 

= 4«« 8 — £ cos 29 -j- $ cos 38 — ±cos 48 + . . . ., 

15) ^6 = ^-iia 8 — 28 38 — 48 -f- . . . ., 

ft 8 ^ 4™ 7Ct 

ha Falle z — — 1 findet man Dasselbe, als wenn man it — 8 an die 
Stelle von 8 treten l&fst, namlich 

16) / 24 -/m £8 

= — ^cos 8 — ^ cos 28 — -J-cos 38 — ^ cos 48 — . . . ., 

17) -J-(» — 8) = ±sin 8 + -J-sjh 28 + $sin 38 -J— . . . . 

0 < 8 <^2k; 

diese Gleichungen lassen sieb wieder mit den vorigen durch Addition 
oder Subtraction verbinden, wenn man 8 auf das gemeinschaftliche 
GaltigkeitsintervaH 0<«<a einschrankt. 

§. 64. 

Die complexen Producte. 

Durch vollstandige Entwickelung eines Productes von der Form 

(1 o^x) (1 + a t x) (1 + « s x) 

gelangt man immer zu einer Potenzenreihe 

1 + CjX + C 2 x* -(- C s a r* +•...., 

deren Coefficienten einem bekannten combinatorischen Gesetze gehor- 
chen; es ist namlich 

C 1 = «1 + «s + “s + a i H 

Cj — Bjttg + “i«3 + “l®4 +•••< 

“1” «s«s 4" a a a i 4- 

+ «a tt 4 + ■ • • • 

+.... 

u. s. w. 

Demzufolge hat man z. B. 

0 + ife) ( X + afc) i 1 + #£•) * • ‘ • 

= 1 + Ci* + C t x* + C 8 x 2 4- C 4 x 4 + 

und fQr den ersten Coefficienten 

dL L nach Formel 19) in §. 49 , wenn das Product ins Unendliche 
fortgeht, 


Cj — 
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Auch die tibrigen Coefficienten sind leicht za bestimmen; setzt man 
namlich in Xo. 1) x = — 5 * und multiplicirt beiderseits mit e, so 
erhalt man 

= 5 CjS 3 + Cj5 5 C 3 S T -{-•••• 

und bier ist die linke Seite identisch mit sin 0 , folglich muTs die 
rechte Seite mit der Sinusreibe fibereinstimmen, woraus sich die 
Werthe exgeben 

l 1 „ 1 


Cl 1 . 2 . 3’ 1.2...5 

Die Gleichung 1) lautet biernacb 

X 


1. : 


?) etc. 


2 ) 


( 1 + ro)( , + 

X 

= 1 + 


2*;r* 

r 2 


) ( 1 + 3^0"‘- 


1.2.3 1 1.2. ..5 1 1.2.. . 7 ^' ’ 

sie gilt ebensowohl fQr reelle als fttr complexe x, weil die Multipli- 
cation reeller und complexer Factoren nacb einer und derselben Re- 
gel erfolgt. 

Ganz ahnliche Betrachtungen gelten in dem Falle, wo 
4 4 4 


“ s 3*®*’ “* 5*3**’ 


genommen wird; man erhalt namlich 

3) ( 1 + lS )( 1 + 3 ^)( 1+ ^ 

= 1 + 


3*71* j 

x * 


5*71 * 
s 


■)•••• 


fiber: 


1 . 2 1 1 .2.. .4 1 1 . 2. ..6 1 
Ffir x = t; 2 geben die Gleichungen 2) und 3) in die folgenden 

(> + !&)(* + *)(> + *&)(> + A)-- 


2v 


0 + rb) 0 + &) 0 


4v* 


3*it*J\ 1 5*n* 

e° + er v 




welcbe mit denen fibereinstimmen, welcbe man ans 

4) (1 — tot) (» — sSf) (1 — ss|r) 
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fftr g = iv erhalt In der That sind die vorstehenden Formehi nicht 
wesentlich von den Gleichungen 2) und 3) verschieden und sie gelten 
daher vie jene auch fiir complese Variabele. 

Um nun die allgemeinere Substitution s = u + iv auszufiihren, 
geben wir der Gleichung 4) die Form 

l sin z 


- + f + '(7?) + '(^) + 


und haben 
6 ) 


l sin (w -f- iv) 

In — u . v \ , fin -4 -u , . v \ 

7* 1 to) + / Vr7S" +, iiJ 

— u . v \ f2n-\-ii . v \ 

+ l V^r- l Yn) +l \—*r +l *t) 


4“ l 
+ 


( 3 n — n , v \ 1 .. V \ 

3 n * 3n) V 37T 1 3 7c) 


Linker Hand ist 


gV j_ g — V gV g — V 

sin (u -|- iv) — sin u . f- i cos u . 

a 2 

mithin, wenn man die Logarithmen nimmt und die Formel 

7) ^(S + «?) = y^(£ 2 + V*) + i(arctan 1 t + k n ) 

anwendet, 

8) l sin ( u -{- iv) 

I _|_ e iv 




cos 2u\ , .1 fe v — er^° \ , i 

- — g— J -(- i jarcian — — cot a J + An . 


Rechter Hand hat man zuerst die Formel 7) fiir if = u, rj = v an- 
zuwenden; femer ergiebt sich fttr irgend ein ganzes positives « 

(nn — « 


- 4 f 

-K 


n*n 


( nn — u . v \ 

nn nn) 

H 


nn 
■ u)* + v* 


i arctan - 


v 


J«* + u v\ 
\ nn nn) 






ri*n 


)+4 


[arctan 

f nn u 


* kn\ 


und nach alien diesen Substitutionen wird aus No. 6) 
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e 21 ' -f- e~ 2v cosSfi) 


-) + i^retan cotu ) + 

= l ( [u 2 -j- v 2 ) -f- i arctan ~ 

~ T V l*w a J In — a 

, , ,CQ.*+u)* + v*\ ® 

+ i‘{ W ) + tareta ” u + i 


+i'( ! 


(2ft — «) a + i? a 
2*rc 2 


)-• 


arctan 


2ft — u 


4- A /I i ‘ ■ I 4- 1 arctan - — ; — 

~ Y V 2 *»® J n 2 » 4 -a 

+ 

Darin bedeutet m eine gauze Zahl, welche aus der Zusammenfas- 

sung der yerschiedenen 1c entstebt. Sie ist leicht durcb die Bemer- 

kung zu bestimmen, dafs man fur v = 0 auf die Gleichung4) zu- 

riickkommen mufs; diefs giebt m — 0. Yergleicht man scbliefslich 

die reellen and imaginaren Theile, so gelangt man zu folgenden Re- 

sultaten: 

^ e*® + e~ iv cos 2 u 

■ <«‘ + »*) ( a ^ C+'” ) ((i5±g±i!) 

((2ft — a)® + w 2 \ /( m) 2 v 2 


( (J 


2 a ;s a 




2 ®«* 


) 


10 ) 


arctan 


fe° — er* \ 


' + €~ v 
V V 

i arctan arctan 

u 1ft — u 


■ arctan 


— arctan 


2ft — u 


■ arctan 


lft -f- u 
v 


2n + u 


Eine ganz ahnliche Transformation kann mit der Gleichung 5) 
oder mit der, nicht wesentlich yon ihr yerschiedenen 

/ COS 3 


r ( i- fe) +/ ( i+ S0 +/ ( l- iD +/ ( l+ l9 


+ • • 


vorgenommen werden, indem man z = u-\-iv setzt und 

die reeflen mid imaginaren Theile vergleicht; bei der Leichtigkeit 

der Rechnung wird die Angabe der Endresultate gendgen, nfirnliVTi 
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e? v + er 2v cos 2 u 
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2 


_ f jln — 2u)* + 4v* \ f(lrc + 2tf) 2 + 4i> 2 


-( 


1%2 


VI' 


1 2 JC 2 


) 


( ! 


(3re — 2a) a + 4t> 2 ^ (( 3« + 2 a) 2 -f 4« 2 


3 2 w a 


-Jt 


3 2 jt 2 


j • • * *» 


12) 


= arc tan 


2v 


In — 2w 


arctan 


■ arctan 


( * — e~\ \ 

1 — = tan u 

V + tr* ) 


2v 


1 n — 2u 


■ arctan 


2v 


arctan 


3tp — 2 u 
2v 


3n + 2u 1 

Noch wollen wir bemerken, dafs der specielle Fall v—u nicht 
obne Interesse ist. Zwei aufeinander folgende Factoren in No. 9) 
sind namlich 

f (an — a) 2 + »*\ f(nn + a) 2 + i> 2 \ 


a- 


2^2 


n*n 




2«rr2 


n*ri 


und geben fur v = u 

^z 2 jr 2 + 2« a — 2nnu 


2^2 


n L n 


fj ^n 2 n 


2 n 2 + 2k 2 + 2 nnu\ 


2«2 


n*ri 


■ 


(n 2 n 2 + 2m 2 ) 2 — (2nnu) 2 


n*n* 


2 2 a A 

9 


mithin wird aus No. 9) 


13) 


e Su _|_ g— Su CO.? 2u 


. 2 2 « 4 \/\ , 2 2 a*\/, . 2 2 «4\ 

“ 2m 1 1 + T^)v^ l + 2^)t l + 3%l)--*- 


Die Formel 11) liefert bei gleicher Bebandlung 

e 2 " + e~ iu cos 2a 


14) 


-0+£)0+£ S)(‘+S)-- 


Durch ■weitere Spedalisirungen (z. B. u = $rt, u=±rt u. dergl.) er- 
halt man noch einige bemerkenswerthe Resultate, wdche fiir die Ex- 
ponentialgrofse ungefahr dasselbe sind wie bei den goniometrischen 
Functionen das unendliche Product fiir die Ludolph’sche Zahl*). 

*) Die strenge Herleitung der Resultate dieses Capitels ist zuerst von Cauchy 
gegeben worden. (Coitrs cF Analyse alg&r. chap. IX.) 
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Capitel XII. 

Die Kettenbruch e. 


§. 65 . 

Eigenschaften der NShernngsbrache. 


Ein Kettenbruch entsteht, wenn man mehrere beliebige Brflche 
so miteinander in Yerbindung bringt, dafs jeder folgende einen Be- 
standtbeil von dem Kenner des vorbergebenden Brucbes ausmacbt, 
wie in den folgenden Ausdrucken: 



2 



7 + S 


Das allgemeine Schema ernes Kettenbruches ist hiemacb 



K 

a i +••• 


wobei a 15 a 3l a s , . . . i 15 6 a , b s , ... positive Oder negative, ganze 
oder selbst gebrocbene Grofsen bedeuten konnen. Die einzelnen 
Bruche 







welcbe in dem Kettenbracbe vorzukommen scbeinen, nennt man die 
Glieder desselben und den Kettenbruch selbst einen ein-, zwei-, 
. . . wgliedrigen, je nachdem derselbe aus ein, zwei, ...» Gliedem 
besteht*). 


*) Das erste Beispiel von der Verwandlung einer Zahl in einen Kettenbruch gab 
1655 Lord Brounker ohneBeweis; den letzteren sucbte Wallis hinzuzufSgen (Opp. 
T. I, 469). Eine fernere Auwendung macbte Huyghens, nm das Verhaitnifs zweier 
grofsen Zahlen nfiherungsweis durch kleinere Zahlen aaszudrucken (JDe automata plane- 
tario in den Opp. religuis , Vol. II). Die erste eigentliche Theorie der Kettenbriiche lie- 
ferte Euler (Comment Acad. Petr op ol. T. IX, a. a. 1737 und Into'oductio in AnaL wfin.). 
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Bricht man den w-gliedrigen Kettenbruch 


*1 


a s + 


a 8 + -.. + ^ 


der Reihe nach bei dem ersten, zweiten, dritten, : . . wten Kenner 
ab, so entstehen die BrQcbe: 


h 

a’ 


h 


a i + T 


ff 2+r 


welche Naherungsbriiche heiTsen, weil sie sich in manchen Fal- 
len dem Werthe des ganzen Kettenbruches successive nahem. Der 
erste N&herungsbruch ist nicbts Anderes als das erste Glied des Ket- 
tenbruch.es, und der letzte (»te) Naherungsbruch ist der gauze Ket- 
tenbruch selbst Durch Reduction erbalten die Naherungsbriiche fol- 
gende Formen 


a 


i 


a i a a a i+^s’ a n ( a s a i -h 6 a)~h 6 8 a i’ 

g * ( g 8 g 2^i ~H ^8^i) 4~ 

K ( g 2 g i +*a)+ i 8 g x]4-** ( g 2 g i +**)’ 


und wenn man diese Brucbe der Reihe nach mit 


be- 

2i 22 2a 


zeichnet, so ist 


Pa g s Pi + b _a£i Pi _ a iPa + b 4.Pa 

?s g s28+ A s2i’ 1i aila+bili’"' 

Hiemach scheint fiir jedes ganze positive n 


1) 

zu sein und ebenso 


Pn _ GnPn—i ~t~ bnPn—t 
In On9n-i + M»-s 


2) P»±i __ g »+i Pn ~l~ ^n+i Pn — i 

^o+i fl n+i ""f~ ^n+i 0n— i 

Nun geht der n&chstfolgende Naherungsbruch aus dem vorher- 

2 n+l 

50 J 

gehenden — dadurch hervor, dafs man in diesem o„ + - 2±i - fflr a» 

2 « «o+i 

setzt; denn es ist 


19 * 
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Pn 

In 


K 


a i + 


K 


° 3 + ^+- 



P IM-l 
?n+i 



bn 


a» 


Lassen wir dem entsprechend in 1) a n + 


an die Stelle von a n 

®B+1 


treten, so erhalten wir 


{ 

' a n+ b -~ 

| Pn - 1 + bnPn-* 

Pn+i _ 

< a n+i J 


?«+, | 

r , W 
a« + - 2±i 

^ a n+is 

| 9n-i + b„ 


d. L nach Multiplication mit a n+l im Zahler und Nenner 

P«+i = ( a tt±l g n + b n +i)Pn-i H~ a n+ 1 ^nPn—i 

?« +I _ K+i “» + ^«+i) ?«— i “H a tn-i bn 7n — 2 

oder 


_■ . ««+, Ky.-, + ^ ) + Pn — j 

$Wi a n+i (°n ?»-i “t“ ?»— i) + b n+l 9n—l 

und, wenn man gemafs der Gleichung 1) 

a n Pn—i *+■ b n Pn-t = Pni a n 9n—i ~t“ bn 9 n —z ~ In 

setzt, 

P*+i __ a n+i Pn ~4~ b„ +] Pn— i 

?«+i “n+l ?» + ^n+i 9n — i 

DieJs ist die Grleichung 2) ; das hypothetisch angehommene Bildungs- 
gesetz der Naherangsbruche gilt also fiir den (n + l)ten Nahe- 
rungsbruch, wenn es fur den wten richtig war; es gilt mithin allge- 
mein, wenn es bei dem dritten zutrifft. Far die successive Berech- 
nung der NaherungsbrQche, deren letzter den Totalwerth des ganzen 
Kettenbruches giebt, hat man daher nicht ndthig, alle die eingielriftp 
BrQche 


h h 

U,' 


, b »' 
*1 +- 


b* 


etc. 


auf gewShliche Weise einzurichten, sondern man berechnet nur die 
beiden ersten 
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h 


Die Kettenbriicke. 

a ih 


^st^i ~f~ b s 

und leitet aus diesen nach Formel 1) alle (lbrigen ab. 

Bemerkens'werth sind noch die Ausdrucke for die Difierenz zweier 
auf einander folgenden Naherangsbrttche. Man bat namlich 

Pn±i Pn g n+i Pn ~f~ ^w+i Pa— i Pn 


9n + 1 9n 


ff n+i 9n + ^fl+l 9a— i 9n 
■ ^ft+i Pn—i 9n ^n+i Pn 9n—i 
9n+i 9n 

(.Pn 9n—i Pn—i 9nh 


9n+i ?n 


femer 

Pn_ 

Pn-i _Pn ?»-, — Pn-, 

9n 


9n 

9n — i 9n 9a— i 


folglich 

Pn • 

Pa— i 9n == 9n 9n—i 

a. / 


und durch Substitution dieses Ausdruckes in die vorhergehende 
Rechnung 

Pn+i Pn 


9a— i (Pn 1 ^\ 

n+i 9n- x ) 


9n+i 9n 9n+i 

Nennen mr J n die Differenz links, so ist die auf der rechten Seite 
in Parenthesen stehende = ^/ n _ n mithin hangt die nte Differenz so 
von der vorhergehenden ab, dais 

Q-\ A - ^ft+1 9a 1 yi 

OJ — A n _ x 

3«+l 

ist. Hiemach kann man alle Differenzen berechnen, weil man die 
erste kennt, namlich. 

4) j _ — hi*. 

1 a s a i + b t a i 9i9t 

Unter der Voraussetzung, dafs a lt a t , a t , . . 6 15 b t , b s , . . . 
sammtlich positiv sind, lassen sicb hieraus noch mancherlei Folge- 
rungen ziehen. Dann ist nSmlich J x negativ, positiv, ne- 
gativ, positiv u. s. f., Oder wenn man das Negative nnd Positive 
durch < 0 und > 0 unterscheidet, 


9* 9 1 

P -*- P -*<Q, 


9*. 9s 


h _£*>o, 

9 8 9i 


9 5 
u. s. f. 


9 4 
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woraus folgt 
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p -±> 

Pi 

9 

Pi 


Hi 

H% 

Ht 

Hi 

p Jl> 

Pi 

) 

7U 

<7 

Hi 

Hi 

Hi 

Hi 


u. 

s. £ 



Es ist aber auch, abgesehen von den Vorzeichen, jede Differenz Mei- 
ner als die vorhergebende. Denn in der G-leicbung 3) hat man 

b n +i Hn— 1 ^m-i Hn — i 

Hn+i «»+. Hn + ^«+i Hn — i 

folglich, weil alle die Grbfsen a imd 6, mithin anch alle p und q 
positiv sind, 


und also 

wenn man blofs die 



4. < 

numerischen Wertbe beriicksichtigt. 


Wir baben 


also z. B. den numerischen Werth von — — - 1 > als den von 

2* Si 

oder, weil die erste Differenz an sicb negativ, folglich ihr 

numerischer Werth das Entgegengesetzte ist, 

Pi Pi Pi Pi 

Hi Hi Hi Hi 

woraus 

Pi > Pi 
Hi 9 3 

folgt Ebenso wflrde aus 

Ps _Pj L> Pz _P_i 

9t Hi Hs Hi 

folgen 

p -±> p -* u.s. f. 

Hi Hi 

Die Naherungsbrhche ungerader Ordnung nehmen also 
bestandig ab. 

Der numerische Werth von J s ist ferner kleiner als der von 
oder, weil ^/ 3 an sich negativ ist, 


Ps __Pi < P_§ _Pi 
Ha Hi Hi Hi 


woraus folgt 


Hi Hi 
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Ebenso wiirde man 

^< ; - 6 u. s. f. 

finden, d. h. die Naherungsbriiche gerader Ordnung wach- 
sen fortwahrend. 

Wir baben bier fiir Kettenbrflche, deren sammtliche Zabler und 
Nenner positiy sind, die wesentliche Eigenschaft kennen gelernt, dafs 
die Naherungsbrtiche ungerader Ordnung eine fallende, die gerader 
Ordnung eine steigende Reibe bilden, wahrend die Differenzen der 
benacbbarten Naberungsbriicbe ibren absoluten Werthen nach immer 
abnebmen. Da nun der letzte Naherungsbruch der Werth des gan- 
zen Ketteubruches ist, so mufs folglicb eine Annaherung an den 
Wertb des ganzen Kettenbruches stattfinden. Man kann sicb dieses 
Yerhaltuifs leicbt durcb eine Zeicknung veranscbaulicben. Man trage 
namlich auf einer geraden Linie SP in gleichen Entfernungen von 
einander die Punkte P 1 7 P„ -^37 • * • auf, erricbte in diesen die Senk- 
recbten P x Q t , PtQi, P s $ 3 , und nehme naeh irgend einem 

Maafsstabe P^Q, — — , P a Q a = — , P 3 Q S = — u. s. f. Endlicb 

1 ffi * 2* 8 2a 

macbe man PQ dem Gesammtwerthe des Kettenbruches gleich und 
ziehe durch Q eine Parallele QT zu PS. Yerbindet man jetzt die 
Punkte Q t , Q s , Q 6 , ... und ebenso Q s , Q t , Q e , ... durch eine 
zusammenhangende krumme Linie, so erhalt man zwei Curyen, deren 
erstere yom Punkte Q ^ nacb der Geraden QT zu berabgebt, wah- 
rend die zweite yom Punkte Q a aus nacb jener Geraden binaufsteigt 
und zugleich die Differenzen zrwiscben je zwei aufeinanderfolgenden 

Senkrecbten bestandig abnehmen. Der -letzte Naherungsbruch ^ eines 

2 » 

Mgliedrigen Kettenbruches ist dann der Gesammtwerth PQ des gan- 
zen Kettenbruches. 

Bei weitem weniger einfacb gestalten sicb die Eigenscbaften der 
Naherungsbrtiche in den Fallen, wo einige Oder alle Glieder eines- 
Kettenbruches negatiy sind. Nur in einem einzigen Falle lafst sich 
hier eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Naherungsbrtiche angeben, 
wenn namlich alle Glieder des Kettenbruches mit Ausnahme des er- 
sten negatiy und zugleich ganzzahlige ecbte Brtiche sind. Unter der 
gemacbten Yoraussetzung bat der Kettenbruch die Form 


K 
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worin a x , a 2 , a s , ... 6 1# 6 S , b 3 , ... ganzeZahlen sind, wdche die 

Eigenschaften 

a i ^ ^1 > a i > a s ^ » • • • 

haben. Hier ist nan 



denn in dem zweiten Nahercmgsbruche ist der Nenner vermindert, 
folglich der Quotient grofser. Man kann bemerben, dafs derselbe 
immer noch ein echter Bruch ist, weil im Nenner a x wenigstens um 
eine Einheit grofser als 6, sein mufs, aber die Verminderung keine 

r 

voile Einheit betragt, indem — < 1 ist. Ferner hat man 



Denn es wird rechts der Nenner a x um einen grofseren Bruch ver- 
mindert als links, weil 



ist, wiewohl beide Ausdrflcke echte Bruche sind. Man kann auf diese 
Weise fortfahren zu schliefsen, und findet so das Resultat, dafs jeder 
Naherungsbruch kleiner als der nachstfolgende ist, dafs mithin die 
Naherungsbrtiche eine steigende Beihe bilden. Die ganze Schlufs- 
weise wttrde aber nicht passen, wenn nicht alle einzelnen Glieder 
des Kettenbruches echte Bruche waren, weil dann einer der Nenner 
in den NaherungsbrQchen negativ werden konnte, wie z. B. in dem 
Kettenbruche 



wo schon der zweite Naherungsbruch negativ wird. 

Es ist flbrigens sehr leicht, einen gegebenen Bruch in einen Ket- 
tenbruch von vorgeschriebener Form zu verwandeln. Will man z. B. 
289 

den Bruch =^r in einen Kettenbruch von der Form 
761 
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1 

_ . 3 


6 + 


8 + .. 

auflosen, so hat man folgende von selbst verstandliche Rechnung vor- 
zunehmen: 


289 

_ 1 _ 

1 



761 

183 

~ 761 ~ 
289 

3 . 183 

' 289 

3 

3 


289 

867“ 

— 867” 
183 

, ,135 

4+ 183’ 


135 

5 . 135 

5 

5 


183 

— 915 

”915” 

135 

105 
6+ 135’ 


105 

7 . 105 

_ 7 

7 

7 

135 

“ 945 

”945” 

105 

105 

8 + — 

' 105 

8+1 


Wetter kann man hier nicht gehen, -weil der letzte Rest kein Bruch, 
sondern die Einheit ist. Substituirt man jede Gleichung in die vor- 
hergehende, so erhslt man 
289 1 


761 


2 


5 


6 + 


8 — (— 1 * 

also den Bruch in der vorgeschriebenen Form; so weit diefs uber- 
haupt mdglich ist. Urn denselben Bruch in einen Eettenbruch yon 
der Form 


6 + 


6 


9 + 


8 


1 1 "i — • . 

zu verwandeln , bedarf es folgender Rechnung: 


289 

_2 . 289 

2 _ 

2 

761 = 

“ 1522 ” 

1522” 

289 

77 

6+ 289' 

77 

_ 4 . 77 _ 

4 _ 

4 

289“ 

use 

1156 ~ 
77 

7 + «T 

617 

_6 * 617 _ 

6 _ 

6 

77 “ 

462 ~ 

462 “ 
617 

— 5091' 

9 617 
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Will man keine negativen Glieder, so mufs man hier abbrechen und 
erhalt durch Substitution jeder Gleichung in die vorhergehende: 

289 2 



wobei die verlangte Form so weit als moglich beobaehtet ist. Diefs 
Beispiel zeigt zugleich, dafs man den namlichen Bruch in unendlich 
viele Kettenbriiche verwandeln kann. 


Es l&fst sich recht gut denken, dafs Rechnungen der Art exi- 
stiren kSnnen, bei denen man ins Unendliche fortgehen darf, ohne 
auf negative Glieder zu stofsen, d. h. mit anderen Worten, dafs es 
unendliche Kettenbriiche geben kann, deren successive Naherungs- 
bruche sich einem bestimmten endlichen Werthe als Grenze bestandig 
nahern. Wir wollen diesen wichtigen Gegenstand einer genaueren 
Betrachtung unterwerfen. 


§. 66 . 

Die nnendlichen KettenbrQche , ihre Convergenz und Divergenz. 

I. Wir untersuchen zunachst diejenigen Kettenbriiche, deren 
Glieder sammtlich positiv sind, so dafs also in dem Ausdrucke 
*1 

a* + ; . . , 

1 a a -f- ... in inf. 

die GrSJfeen a t , a it ... h, , J s , ... als positiv betrachtet werden. 

Durch ganz dieselben Betrachtungen wie im vorigen Paragraphen 
uberzeugt man sich leicht von der Wahrheit der folgenden Satze: 

1) Jeder Naherungsbruch ungerader Ordnung ist gr5- 
fser und jeder Naherungsbruch gerader Ordnung 
kleiner, als alle folgenden Naherungsbrhche. 

2) Die Naherungsbrtiche ungerader Ordnung werden 
immer kleiner, die gerader Ordnung immer grSfser. 

Es folgt hieraus noch 

3) Kein Kaherungsbruch ungerader Ordnung kann so 
klein sein als einer gerader Ordnung, und kein Na- 
herungsbruch gerader Ordnung so grofs als irgend 
einer ungerader Ordnung. 

Da nun die Naherungsbrdche ungerader Ordnung immer abneh- 
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men, ohne so klein zu werden, als man will, und ebenso die Nahe- 
rungsbriiche gerader Ordnung immer wachsen, ohne beliebig grofs 
werden zu kOnnen, so ist beim unendlichen Fortgehen kein anderer 
Fall moglich, als dafs sowohl die NaherungsbrQche ungerader als 
die gerader Ordnung, jede fQr sich einer gewissen Grenze zueilen, 
ohne sie erreichen zu kbnnen. Es sind also fiir 


Lim ^=1 = h, Lim — = A- 

— i H %n 

h und k gewifs zwei endliche bestimmte Grbfsen. Dabei kSnnen nur 
zwei Falle vorkommen : entweder sind h und k verschieden, oder sie 
sind identisch. Mit einem Kettenbruche der ersten Art ware nicht 
viel anzufangen; man konnte nicht sagen, derselbe sei dieser oder 
jener Grofse gleich, sondem blofs, er sei eine symbolische Darstellung 
von zwei GrSfsen zugleich, von denen die eine der Grenzwerth der 
Naherungsbriiche ungerader, die andere der Grenzwerth der Nahe- 
rungsbrQche gerader Ordnung ist. Kettenbruche dieser Art konnen 
divergenten Reihen verglichen werden, mit denen man auch nicht 
rechnen kann, und sie mbgen defshalb entsprechend divergente 
Kettenbruche heifsen. 

Sind dagegen die beiden Grenzen h und k identisch, so nahem 
sich die Naherungsbriiche des Kettenbruches von beiden Seiten her 
dieser gemeinschaftlichen Zahl, welcher sie so nahe kommen konnen, 
als man es verlangt, und die wir den Grenzwerth des Kettenbruches 
nennen wollen. Es ist dann fiir unbegrenzt wachsende n 


k = Lim — 


, b a 
a i H 


a 3+'. b n 

• + — , 

On 


wofur wir kflrzer schreiben 


k = 



K 

a s + ... in inf. 


Kettenbriiche dieser Art mbgen convergente Kettenbruche hei- 
fsen, weil sie mit den convergenten Reihen die Eigenschaft gemein 
haben, dafs man sich mehr und mehr einer fest bes timmt en Grenze 
nahert, je mehr Glieder man zusammennimmt. 

Es entsteht nun die Frage, woran man die Convergenz oder Di- 
vergenz eines unendlichen Kettenbruches erkennen soil, welcher, wie 
hier immer vorausgesetzt wird, nur aus positiven Gliedern besteht. 
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Auf diese Frage , welche far die Theorie der Kettenbruche von 
ebenso grofser Wiebtigkeit ist, wie die analoge Frage far die Theorie 
der Redhen, kann man im Allgemeinen sehr leicht antworten, wie- 
wohl die specielle Anwendung der Antwort nicht ohne Schwierigkei- 
ten ist. Betrachten wir namlich die Differenzen je zweier anfeinander 
folgenden NaherungsbrGche, so ist 

A Psn y»n— i . 

9 t n 9a*-t 

Durch tJbergang zur Grenze for nnendlich wachsende n wird 


Lim , = Lim — Lim %&=* 

1 ?.» SWl 

d. L wenn wir xms an die Bedeutung von Ji und Tt erinnem, 

Lim J tn t = k — h. 

Far einen convergenten Kettenbruch ist h = h, folglich 


Lim ^ 2 „_, = 0, 

dagegen bei einem divergenten Kettenbruche Ti von h verschieden, 
mithin 

Lim 4j n _, = einer endlichen GrSfse. 

Ebenso mufs auch umgekehrt, wenn Lim =0 ist, h — h, und 
wenn Lim 4 von Null verschieden ist, auch Ts von h verschieden 
sein. Wir kSnnen also sagen: ein Kettenbruch convergirt ganz sicher, 
wenn die Differenzen je zwei benachbarter Naherungsbruche sich un- 
begrenzt der Null nahem, und er divergirt gewiss, wenn diese Be- 
dingung nicht stattfindet. 

Nun ist Gberhaupt nach Fonnel 3) §. 65 


IS+i 


1 


9n+i 

und hieraus findet man der Reihe nach 


*2 



*1 


Gberhaupt 




Ku 

9s 

b _sU 

Is 


*s 


hli . hi* 

9s 

_ Vi . tilx . t?l» 
9s 9i 9s 




u. s. f. 


1) J n = (— i)"- J tih . tih . ts± i h=i 

U 9 4 Q 5 £n+i 

Man bemerkt leicht, dafs hier durch ein Product yon lauter ech- 
ten Bruchen dargestellt wird; denn die einzelnen Bruche sind yon 
der Form 
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9 m— i ?«i»-i 

?m+i a m+i 9m “t" ^m+i 9 m— i 

und hier sieht man gleich, dafs der Nenner grbfser als der Z&hler 
ist, weil alle a und i, folglich auch alle q, positiv sind. Da es nur 
auf die absoluten Werthe ankommt, so ist 

Lim • — 8 — - • — — • —^2 . ... in inf. 

1 9 3 9 5 

Ein unendliches Product von echten Bruchen kann aber ebenso- 
wohl eine endliche bestimmte G-rofse, als die Null zur Grenze haben. 
Der erste Fall tiitt leicht dann ein, wenn die einzelnen Factoren 
durch Zunabme sich mehr und mebr der Einheit nahem; wir mds- 
sen ihn daher zu vermeiden suchen. Sind aber alle Factoren Wei- 
ner als ein gewisser, selbst echter Brucb ~ ( wo u>l ist), so hat 
man nach 1) 

© n-i 

= 0 ist, um so mehr 
Lim J n — 0. 

Es convergirt also der in Rede stehende Kettenbruch ganz gemfs, 
wenn alle die einzelnen Factoren 

¥*• *?*■ ‘-p. ■■■»<* 

9 8 9t 9 5 

Weiner als die Einheit sind und es bleiben, so weit man auch in der 
Reihe selbst fortgehen mag. Wir kBnnen diese Bedingungen einfach 
durch die Ungleichung 

. . _ . 


ausdrucken. 

Es ist aber 


^w-fi Vn— i 

7 n+i ^it+i ¥n— l 

1 


*n+i i 

Soli nun der Grenzwerth dieses Ausdruckes unter der Einheit blei- 


ben, so nrafs 


Lim ft** 1 9n - > 0 


sein. Man hat weiter 
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a n±ll* —— ** n +i 

^n+i Vn— i ^»4*i 1 

*«+, . <**+! ?»— 2, 


1st nun schon 


A, 


£M^L± 

& n+i 


9n—i 


>o, 


so ist offenbar die Bedingung 


Lim "«+■ 9n - >o 

^S+l i 

am so mehr erfiillt, weil a^, b n , & n+ , , ff„_, und a,,., positive 

Grofsen sind, also Lim nicht negativ werden kann. 

b n+ , 2n-i 

’Wir konnen daber sagen: 

Der Kettenbruch 

2 ) 




a s + ••• 


worin alle a und 6 positiv sind, convergirt sicher, 
wenn 


3) Lim g ” g ”* 1 > 0 

ist bei unbegrenzt wachsenden n. Findet aber diese 
Bedingung nicht statt, sol&fst sich nicht entschei- 
den, ob der Kettenbruch convergirt oder divergirt. 
Hiemaeh findet man, dafs von den Kettenbrfichen 


1* 


8 + 


2 * 


5 + 


3 s 


7 + .. 


1* 


2 * 


> + 


8 s 


2 + .. 


der erste sicher convergirt, wahrend man diefs von dem zweiten nicht 
behaupten kann. 

IL Auch bei denjenigen Kettenbrfichen, in welchen alle Glieder, 
mit Ausnahme des ersten, negativ sind, konnen F&lle der Convergenz 
oder Divergenz vorkommen. Einen convergenten Kettenbruch nennen 
wir hier wieder denjenigen, dessen N&herungsbrfiche sich einer ein- 
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zigen bestimmten Grofse aJs Grenze fortw&hrend nahem, divergent 
jeden, welcher diese Eigenschaft nicht besitzt. Im Allgemeinen 1st die 
Convergenz bei Kettenbrtlchen mit negativen Gliedem sebr schwer zu 
entscheiden und lafst sicb mit Sicherheit nur dann nachweisen, wenn 
in dem unendlichen Kettenbruche 



alle einzelnen Glieder 



echte Brticbe sind, welche gauze positive Zahlen zu Zahlem und Nen- 
nem baben. 


Zuerst bemerkt man leicht, dafs alle Naherungsbriiche positive 
echte Bruche sind. Denn da alle a und b ganze Zahlen, — , — , ... 

a 2 

echte Bruche sind, so mufs a, von b 1 wenigstens um eine Einheit 
differiren. Es wird aber in dem zweiten Naherungsbruche 



von a x keine voile Einheit, sondem nur ein Bruchtheil derselben ab- 
gezogen, folglich ist noch immer 



mithin der zweite Naherungsbruch — ein positiver echter Bruch. 

T 2 * 

In 



ist nun femer aus ganz denselben Grfinden 



ein positiver echter Bruch; wird derselbe von o x abgezogen, welches 
wenigstens um eine Einheit grBfser ist als & x ist, so bleibt 
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woraus folgt, dais auch — ein positiver echter Bruch 1st. Aus den 

2s 

naxnlichen Grfinden mufs die ahnlich gebildete GrSfse 

is 

*3 

0. 2 r- 

6 i 

a, * 

3 a i 

Ain echter Bruch sein, woraus folgt, dais 
P_i_9i 


ein positiver echter Bruch ist. Man ubersieht auf der Stelle, dais die 
Fortsetzung dieser Schlufsreihe ins Unendliche moglich ist und dais 
sie zeigt, wie alle Naherungsbriiche echte und positive Bruche sind. 

Femer lafst sich nachweisen, dais die Naherungsbriiche best&n- 
dig wachsen. Man kann diefs auf ahnliche Weise wie im vorigen 
Paragraphen thun, gelangt aber auch auf folgende Weise dazu. Da 
schon gezeigt worden ist, dais 

Pi Ps Ps Pi 

> J 7 J • • • • 

9i 9s 7s Vi 

sammtlich positiv sind, so folgt leicht, dais auch 

?i> 9s> 9s , 9i> • • • 

positiv sein miissen. Da femer l 1 positiv ist, aber 6, , l s , b 4 , ... 
negativ sind, so hat man aus den Formeln 3) und 4) in §. 65 






__ j n± i 9n—i ^ 


?«+ 1 
M. 


man 

far n 

= 2 

, 3 u. s. 

f. 


^ s 

_Ps_ 

_Pj. 

• 

0*1 

h| 

1 

II 

b s9i 


2 

9s 

9 s 

9i9s 

9s ’ 


JaS 

_Pi_ 

_Ps. 

= Vs . 

b s9i 

b i9% 

8 

9 4 

9 s' 

9i9 s 

9s 

9i 




u. s. f. 




Es sind also alle Difierenzen positiv mid daraus folgt 
9 1 9s 9s 9i 

d. h. die Naherungsbruche wachsen bestandig. Gleichwohl konnen sie 
nicht ins Unendliche zunehmen, weil sie nach dem Vorigen immer 
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echte Brtiche bleiben; es miissen sich folglicb die successiven N&he- 
rungsbriiche durch bestandige Zunahme einer gewissen festen Grenze 
nahem , welche hochstens die Einheit sein kann. Man hat daher 
den Satz: 

Der unendliche Kettenbrueh 


*1 



convergirt immer, wenn seine einzelnen Glieder 



echte Brhche sind, deren Zahler und Kenner aus 
ganzen positiven Zahlen bestehen. 

Es giebt in der That einen, aber auch nur einen Fall, in wel- 
chem der Kettenbrueh 


*1 



worm echte Bruche sind, die Einheit zur Grenze hat, 

Qi% CL 8 

wenn namlich jeder der einzelnen Kenner um eine Einheit grofeer als 
sein Zahler, der Kettenbrueh also von der Form 


5) 


^8 ■+* 1 


*8+l- 


ist, worin sonst & i5 & a , 5 3 , ... ganz beliebig bleiben. Da dieser Fall 
von Interesse ist, so wollen wir ihn etwas naher ansehen. 

Zur successiven Berechnung der N aherungsbruche hat man hier 
die Formeln 


Pi i+i — (^n+i “l - i) Pn b n+i Pit— i > 

9n+i 33 (^n+i + 1) b n+i 9n—i > 

aus welchen man leicht erhalt 

6) Pu+i —Pn — (j>» — P„- l ) b n+i , 

"0 9n+i ?n (?» 9n—i ) ^n+ 1 5 

femer 

Pi _ b ! Pa_. Ma+ a i 

+ ?* &i 6 i + b i + 1' 

folglich 

SchlUmikli, algubr. Aualjsia. 6. Aufl. 


20 
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Pi=* b i‘> . 

Pa Pi == b i b a> 
und nun folgt aus No. 6) fur n = 2, 3, 4, u. s. f. 

Pa~ Pa =(Pa—Pi) i a= =b i b i b a> 
Pi~ Pa =(Pa—Pa) b i= =b i b a b a ,J i> 


Pn —Pn-i = = Ws 

Addirt man alle diese Gleichungen nebst den zwei vorhergehenden, 
so ergiebt sich sogleicb: 

6) Pn — b i b i b a "t“ b i b a b s + ■ • • + b i b a b a • • • b n- 

Ebenso bat man 

9i — b i + 

und nach No. 7) fur n = 2, 3, 4, ... . 

9s 9a ~{9a 9i) b s~ b i b a b s> 

9t 9s = (?s 9a) b i ==b i b a b a b i> 


9n 9 a— i — — •••"«> 

folglicb durcb Addition dieser und der vorhergehenden Gleichungen: 

?n = 1 + b i + b \ b a + b l b 2 b S ■+■••■ + b i b i b 3 b «> 

mithin der »te Naherungsbruch 

Pn_ 

9n 1 + b i + + b i b a b a + ••• + b iPa ••• b n 

Lafst man hier n ins Unendliche wachsen, so wird offenbar p„ grbfser 
als jede angebbare Zahl, weil es einer aus n Gliedem bestehenden 
Beihe gleich ist, von denen jedes eine positive ganze Zahl sein mufs. 
Bemerkt man aber, dafs q n = 1 also 

Pn = Pn. = 1 

9n Pn “H 1 ^ ] 1 

Pn 

ist, so erhalt man fur unbegrenzt wachsende n 


Lim — = 1 

9n 


mithin auch 


1 = - 


Aj + 1 • 




Aj + 1 — . .. 

wodurch der Werth des Kettenbruches gefunden ist. 

Nimmt man z. B. fiir l 1 , l a , & 3 , ... die nathrlichen, die unge- 
raden und geraden Zahlen, so hat man 
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und man wtlrde auch die Naherungsbriiche dieser Kettenbriiche nacb 
Formel 9) berechnen konnen. 

Man uberzeugt sicb nun leicbt, dais der Werth eines Ketten- 
bruches nicbt mehr die Einbeit sein kann, wenn auch nur ein ein- 
ziger Nenner seinen Zahler urn mehr als eine Einheit Qbersteigt 1st 
z. B. der Kettenbruch 


».+* — * r 

r 

gegeben, worin a 8 den Zahler b a um mehr als eine Einheit uber- 
treffen soil, so gelten folgende Schliisse. Der Kettenbruch 

b. 


64+1 — 


*# + l- 


hat die Einheit zum Grenzwerthe, weil in ihm alle Kenner die zu- 
gehbrigen Zahler um eine Einheit iibersteigen. Der unendliche Ket- 
tenbruch in 10) ist also gleich dem folgenden endlichen: 

11 ) b -± y 

+1 r 




Hier ist nun — ein echter Bruch. Denn da b a und o 3 ganze 
®8 — 

Zahlen bedeuten und a a die Zahl b 3 der Voraussetzung nach um mehr 
als eine Einheit ftbertreffen soil, so mufs a 3 wenigstens = b s 2, 
also a 3 — 1 wenigstens = b 3 + 1 sein, woraus folgt 

a 8 — 1 

Der Kettenbruch 11) gehbrt also unter diejenigen, deren einzelne 
Glieder echte Brfiche sind, welche ganze Zahlen zu Zahlern und 
Nennern haben. Sein Werth, d. h. der des unendlichen Kettenbru- 

20 * 



308 Cap. xn. Die Kettenbriioh.e. 

ches 10), ist demnach ein echter Bruch, also von der Einheit ver- 
schieden. Ganz ahnliche Schlusse sind in jedem anderen Falle an- 
wendbar. 


§. 67. 

Die Irrationalitfit gewisser Kettenbrficlie. 


Bei den Verwandlungen gewbhnlicher Bruche in KettenbrGche 
von einer gegebenen Form, vie wir diese in §. 65 vorgenommen hat- 
ten, kann man im AUgemeinen bemerken, dafs friiher Oder sp&ter 
entweder kein gebrochenes Glied mehr kommt, also der Kettenbruch 
sich mit einer ganzen Zabl schliefst, oder ein negatives Glied ent- 
steht, wenn auch das vorgelegte Schema keines enthalt Diese Er- 
scheinung tritt namentlich immer dann ein, wenn die einzelnen Glie- 
der des gegebenen Schemas echte Bruche sind, welche ganze Zahlen 
zu Zahlem und Xennem haben. Man uberzeugt sich hiervon leicht 

Jg 

durch den Versuch, einen beliebigen echten Bruch -g in einen Ket- 
tenbruch von der Form 


2 ) 


a i + 


a s + 


a s + • 


in welchem die einzelnen Glieder 



sammtlich echte Briiche sind, zu verwandeln. 

I. Wir wollen zuerst voraussetzen, dafs die Glieder des Ketten- 

JB 

bruches sammtlich positiv sind. Soil nun j- in einen Kettenbruch 

JB 

von der obigan Form 1) umgewandelt werden, so mufs man dem -j 


znvorderst den Zahler b t verschaffen und dann seinen Kenner in zwei 
Theile zerlegen, von welchen der eine a x ist. Diefs geschieht durch 
folgende Rechnung: 

B _b i 
4 b 1 A 

~B~ 


Soli diefs gleich dem in 1) stehenden Ausdrucke sein, so folgt dar- 
aus die Gleichung der Kenner, also 
b, J b 


* 
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oder 


b x A — a 1 B 


B 


a i + b -± 


a 3 ~ I 


und wenn wir der Kiirze wegen 

b 1 A — B=C 

setzen 

2 ) 


C b„ 


B i b s 

*8 + — 


u, 


Es 1st femer 


C_b_ t 

B b 3 B 


und durch Vergleichung mit dem Kettenbruche in No. 2) 

>8 


b ± _B_ a 


«8+ 4 


«4 + • 


oder 


und wenn wir 


b% B C b$ 


a s + 


** 


b 3 B — a t C == D 


setzen, 

3) 


*4 


8 ‘ *4 + ..- 

Man iibersieht leicht, wie diese Eechnung waiter geht. Werden 
namlich die Zahlen C, D , E, . . . aus folgenden Gleicbungen be- 
stimmt: 

C = b 1 A — a t B, 

D = b s B — a 3 C, 

E = b s C — « 8 D, 

U. S. f. 


so ist 

4) 

5) 


B 


A b 3 

a i + ~ 


a 2 4 " ■ 


C_b 1 _ 
B~ 


”f~ • • • 
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C 


E 

D' 


a a + 
,b_ A 

a * + 


K 

a i 

K 


a s -+■••• 

U. S. W. 

Nun convergirt aber der unendliche Kettenbruch 

b . 


a i + 


b. 


, *s 
a i + 7~ 


ganz sicher, wenn uberhaupt o„ immer > b n ist, weil dann gewifs 

Lim a A^±i>0 

"n+i 

ist, und sein Grenzwerth mufe ein echter Bruch sein, weil er kleiner 
als der erste Naherungsbruch — , und dieser selbst ein echter Bruch 

a i 

JB 

ist. Wollen wir also ^ ™ den unendlichen Kettenbruch 4) ver- 
2 ? 

wandeln, so mufs -j ein echter Bruch sein. Die namlichen Schlusse 

A 

sind aber auch auf die Gleichung 5) anwendbar. Hier ist ebenfalls 
der Kettenbruch rechts ein unendlicher convergenter und sein Grenz- 

Q 

werth < 1. Es ist also auch ■= ein echter Bruch. Aus den nam- 

JJ 

DE 

lichen Grunden sind femer die Bruche ^ u. s. f. echte Brflche. 

Hieraus folgt der Reihe nach 

A>B, B>C, C>D, D>Eu.s. f. 

Oder 

A>B>C>0>E eta 

Die Zahlen A, B, C, D, . . . bilden also eine unendlich abnehmende 
Reihe. Sie sind aber auch sammtlich gauze Zahlen, wie man sogleich 
aus ihrem oben angegebenen Bildungsgesetze ersieht. Wenn aber eine 
Reihe von positiven ganzen Zahlen ins Unendliche abnimmt, so mufs 
sie an irgend einer Stelle ins Negative fflbergehen. Diefs kann ent- 
weder mittelst Durchganges durch die Null, wie in 
... 6, 4, 2, o, — 2, — 4, . . . 
oder mit tfberspringung der Null, wie in 

. . . 5, 3, 1, — 1, 8, ■ 5, ■ . « 
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geschelieu. Im ersten Falle mtifste also eine der Zalilon A, B, 0, 
D, . . mithin auch einer der Bruclie 
B C D E 

A 5 B ’ C 9 ff " 

d. li. einer der Kettenbriiche: 

^1 ^2 


a i 4 - 


a 2 


a % ”h 


a s + 


*■ + ;r+~ 




, u. s. f. 


gleich Null werden , was nicht moglich ist. 

Im zweiteu Falle muTs in der Reihe A, B, C, D , ... M, N, P, ... 
eine der Zahlen, etwa M, die letzte positive, und die darauf fol- 

M 

gende N die erste negative, also der Quotient negativ sein. Es 

mufste also auch der entsprechende Kettenbruch, etwa 

b„ 


a n + 


n+i 


a n+i ■+" ••• 

einen negativen Werth haben, was unmoglich ist. 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dais es nicht moglich ist, einen 
rationalen echten Bruch in einen unendlichen Kettenbruch zu verwan- 
ddn, dessen Glieder echte Bruche sind und ganze positive Zahlen zu 
Zahlem und Nennem haben, weil fruher oder spater ein Glied er- 
scheint, dessen Zahler die Null oder eine negative Zahl ist Man 
iibersieht auch gleich, dais dieses Glied um so fruher eintreten wird, 
je kleiner die Zahlen A und B selbst sind, weil dann die Reihe A, 
B, C, J), . . . bald ins Negative iibertritt, dafs dagegen far sehr 
grofse A und B viele Glieder des Kettenbruches positiv sein konnen, 
weil die Beihe A, B, G, wenn sie hoch anfangt, lange zti laufen 
hat, ehe sie das Gebiet des Negativen erreicht. 

Wenn umgekehrt ein unendlicher Kettenbruch von der Form ge- 
geben wird: 


a i + — 


a s ■ 


worm — , — 


hi hj 6 S 


d 9 do 


sammtlich echte Bruche, a lt a,, . . . b t 


b s , ... gauze positive Zahlen sind, so kann derselbe nicht einen ra- 
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tionalen eehten Bruch zum Grenzwerthe haben, weil sonst gegen die 
Voraussetzung ein negativer oder ein sich annullirender Zahler in 
demselben vorkommen mfifste. Aber der gesuchte Grenzwerth ist 

sicher ein echter Bruch, weil er unter dem ersten Xaherungsbruche — , 

a i 

der selbst ecbt ist, liegen mufs. Es kann folglich der Naherungs- 
werth des ganzen unendlicben Kettenbrucbes kein rationaler, sondern 
er mufs ein irrationaler echter Bruch sein. Diefs stimmt auch 

JB 

ganz zu der Bemerkung, dafs der aus -j entstehende Kettenbruch 


desto mehr positive Glieder enthalt, je grofser A und B sind. Be- 
B 

deutet aber -r einen irrationalen eehten Bruch, so sind B und A un- 


endlich grofse Zahlen ; der Anfang der Reihe A, B, G, . . . liegt also 
fiber jeder angebbaren Zahl (wie bei der Reihe der natfirlichen Zah- 
len, rfickwarts genommen) und folglich kann die Reihe AL, B, C, . . . 
selbst ins Unendliche fallen, ohne negativ zu werden. 

n. Ganz ahnliche Betrachtungen lassen sich fur diejenigen Ket- 
tenbrfiche durchfuhren, in denen alle Glieder, mit Ausnahme des er- 
sten, negativ sind und ganze Zahlen zu Zfihlem und Nennem haben, 
vorausgesetzt noch, dafs von irgend einer Stelle an die Nenner ihre 
zugehorigen Zahler urn mehr als eine Einheit fibertreffen. 

Ist namlich 



der gegebene unendliche Kettenbruch, in welchem 



ecbte Brttche, a x , a,, ... & s , ... ganze positive Zahlen sind, so 

JB 

wfirde der Versuch, einen rationalen Bruch in jenen Kettenbruch 


zu verwandeln, zu folgenden Rechnungen veranlassen: 

B b x 

B 


soli diefs gleich dem Kettenbruche in 8) sein, so folgt 
b^A b % 



mithin 
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oder fur 


9 ) 


Ferner ist 


a t B — b^A b % 



a x B — b^A = C 9 



C 

B 



9 


und wenn diefs gleich dem Kettenbruche in 9) sein soil, so mufs 



oder fur 


10 ) 


sein. 


a 3 C—b t B = D, 



Ebenso ware ferner fiir 


a a O JjC — E, 
E_b i 



u. s. w. 

Vorausgesetzt nun, dafs in alien den einzelnen Kettenbruchen 



die Nenner ihre entsprechenden Zabler um mehr als eine Einheit 
tibersteigen, so sind die Wertbe aller jener Kettenbriiche, mithin auch 
die Brilche 

B C D E 

A’ B’ C’ D’ ' " 
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positiv und kleiner als die Einheit, mithin 

J>B, B>C, C> D, D>Eu.s.i. 

Hier sind nun ganz die namlichen Sehliisse anwendbar wie fruher, 
aus welchen folgt, dafs eine der Zablen A, B, C, . . ■ gleich Null 
oder negativ werden mufs, was nicht sein kann, weil alle die einzel- 
nen Kettenbrflche 


b. 


b< 


u. s. f. 


positive echte Brdche zu Grenzwerthen haben. Es ist also die Vor- 
aussetzung, dais der unendliche Kettenbruch 


einen rationalen Brucb zum Grenzwerthe babe, falsch, und er hat 
demnach einen irrationalen Grenzwerth. 

Diese Betrachtungen warden aber nur theilweise passen, wenn 
von irgend einer Stelle an die Nenner des Kettenbruches ihre Z&hler 
nur um eine Einheit Qberstiegen. Ware z. B. der Kettenbruch von 
der Form 

K 


a, — 


*. + !• 


*4 + 1 — - 

wo nur die ersten zwei Nenner ihre Zahler um mehr als eine Ein- 

JB 

heit ubersteigen, so setze man den Werth desselben = j-; man hat 
dann far 

0 b aaas C 9 

C_b ± 

B 


*» + !• 


und fflr 


*4 + 1 ' 
fljC — b a B=sD, 


D 

C' 


*, + !■ 


*4 


*4 + ! 


*5 + 1' 
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JR Q J) 

Nun ist der Reihe nach < 1, -g •< 1, aber nicht < 1, weil 

der Grenzwerth des entsprechenden Kettenbruches die Einheit ist. 
Man bat daber 

A>B, B>C, C=D = E . . . 

Hier gebt also die Abnahme nicbt ins Unendliche, sondem nur bis 
zu einer gewissen Stelle. Es sind also die weiteren ScblQsse nicbt, 
wie vorhin, anwendbar; dagegen bat man wegen D — C aucb 

OjC — b^B = C, 

folglicb 


femer: 


woraus 




B t, (a, - 1 ) 

A (rt 3 1) *8 

folgt. Diets wurde man aucb unmittelbar erhalten, wenn man be- 
merkte, dafs der in Rede stebende Kettenbrucb dem folgenden 

K 

b a 

a i- - 

1 a i — 1 

gleicb ist, und diesen einrichtete. 

Fassen wir nun alles Bisberige zusammen, so kShnen wir das 
Theorem aussprecben: 

Wenn in dem unendlicben Kettenbrucbe 


a i i f 

a *+^ar- 

- a 8 ±... 

alle einzelnen Glieder ecbte Briiche sind, welche 
ganzeZablen zu Z&hlern und Nennern baben, wenn 
femer von keiner Stelle an der Grenzwerth des fibfi- 
gen unendlichen Kettenbruches der Einheit gleicb 
ist, so hat der genannte Kettenbrucb einen irratio- 
nalen echten Bruch zum Grenzwerthe. 

Wir werden spater von diesem merkwiirdigen Satze einige An- 
wendungen machen*). 


*) Legendre, Moments dt giomitrie. Note IV. 
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Hier ist die rechte Seite nichts Anderes, als der zweite Factor in der 
Gleichung 5). Substituiren wir dort die linke Seite unserer Gleichung 
fQr denselben, so rnd 

Hier haben wir nun zwei Falle zn unterscheiden. 

L Es seien alle in 2) und 3) vorkommenden a, b und r, mit- 
bin sammtliche Glieder und Keste positiv. Dann sind alle p und q 
positiv und der erste Factor rechts in 6) ist ein echter Bruch, der 
zweite eine Grofse, welche bestandig abnimmt, ohne dafs sie sich je- 
doch der Null zu nahern braucht. Soli aber der gefundene Ausdruck 
sich der Null unbegrenzt nahern, so mufs einer der beiden Factoren 
selbst die Null zur Grenze haben. Nun lafst sich der erste Factor 
auch in folgender Form schreiben: 

1 

1 -1 — — 

?n — 1 r n 

und warn diefs die Null zur Grenze haben soli, mufs 

Lim — — — — oo 
9—x r n 

sein. Man hat aber femer 

?» 

__ 9h—i ~ i ~ 9m— 2 __ i a ?«— » | 

?n~, r n r n r n ‘ 

Hier ist nun ganz sicher Lim — — — == oo, wenn schon Lim — ===== oo 

Sn~, r n 

ist, weil das, was zu — noch hmzukommt, um die Gleichung her- 

zustellen, eine positive Grofse ist. Die Differenz zwischen den 
Kettenbrdchen 2) und 3) nahert sich also gewifs der Null, 
wenn 

7) Lim — = oo 

r n 

ist, was entweder dadurch geschehen kann, dafs Lima n — o o und 
Lim r n eine endliche GrOfse ist, oder dadurch, dafs Lim a„ yon Null 
verschieden und Lim r n — 0 ist, wie wir frQher unmittelbar bemerkt 
haben. Da der erste Factor in 6) ein echter Bruch bleibt, so konnte 
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auch dann werden, wenn Lim p- 5 — ) , d. h. Lm J n _ x — 0 

wiirde. Diesen Fall haben wir schon untersucht; er ist derjenige, in 
welchem der Kettenbruch 3) convergirt. Die Differenz zwischen 
den Kettenbriichen 2) und 3) n&hert sieh auch dann der 
Null, wenn der letztere convergirt, was immer geschifeht, 
wenn 


8) Lim^- 2±i>0 

^»+l 

ist, wie gezeigt wurde. 

IL Weniger einfach gestalten sich die Resultate, wenn die Gr8- 
fsen &*, 6 S , J 4 , ... und r n negativ, also die Glieder, mit Ausnahme 
des ersten, negativ sind und die Kettenbriiche 2) und 3) die Form 
haben: 

9 ) 


10 ) 


EGer ist dann 



?n_Pn = [n CPn /V-A 

Qn 9 n — 9 «-i r„ + q n \q n q n _J 

oder 

11) 7 ?—- = — £s=l\ 

Qn 9 n y» J \ 9 n 9 n—iJ 

9 «~, r n 

Hieraus ersieht man erstlich, dafs die fragliche Differenz zwischen 
den Kettenbriichen 9) und 10) sich der Null n&hert, wenn diefs mit 
r n der Fall ist, was wir schon friiher unmittelbar bemerkt haben. 
Es giebt aber noch einen zweiten, giinstigeren Fall. Ist n&mlich der 
Kettenbruch 10) ein convergenter, was immer stattfmdet, wexm seine 
einzelnen Glieder echte Brilche sind, so hat man 


Lim 


= 0 . 

■9n q n -J 


Daraus allein folgt noch nicht, dafs der Ausdruck in 11) sich der 
Null nahert, weil es geschehen konnte, dafs in dem ersten Factor 
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Lim 


mitbin 


Lim 



9n 


! OO 


?» — 1 

ware. Es wflrde dann der gauze in Rede stehende Ausdruck aus 
zwei Faetoren zusammengesetzt sein, von denen der eine immer zu-, 
der andere bestandig abnabme, unrl es konnte dann das Product eine 
endliche Grofse zur Grenze baben. Wir mtissen daber nocb darauf 

sehen, dafs Lim — — — von der Einheit verscbieden sen Sind nun 

ff*-! U 

aDe Nenner a grbfser als die Zabler b, was wir der Convergenz we- 
gen voraussetzen miissen, so ist jeder Naberungsnenner g„ grofser 

als der vorbergebende mitbin > 1. Dies hindert aber 

Q.n —1 


nicbt, dafs Lim = 1 sei (wie z. B. Lim 

2«~, m 


+ 1 


far wachsende 


- m). Femer ist 


Lim 


9n 


: Lim • Lim — ■ 


£n-i r n <In— I r n 

Da nun moglicher Weise der erste Factor sich der Einheit n&hern 


*) DerBeweis davon, dafs hier immer g n > Q. n —\ i&t, lautet kurz: Gesetzt, man 
• wJtf&te schon , date > g n _ 4 sei , so mnCs auch 


2*-i > : 


■2n_2 


a n — 1 

*ei». Denn da wir a % > b n und beide als gauze Zahlen voraussetzen , so mufs a n 
-wenigstens nm eine Einheit > 5 n sein. Wfire im nnglinstigsten Falle a n = b n 1, 

so wfire — - w — = 1, also die obige Ungleichung riehtig; ist aber a n nm mehr als 
a n 1 

i n 

eine Einheit von b n verschieden, so ist - — — j ein echter Bruch, also nm so 

mehr grofser als ein Theil von g n __ 2 , da ®s schon grQfser als das ganze g w _ a voraus- 
gesetzt wird. Aus jener Ungleichheit folgt nun ( a n — X) g n ^ l ^ b n g n _ 2 oder 
a n Qn~i — &n ffn— i > 2n ~ u oder vermSge des Werthes der linken Seite 
Ist also g n _ 1 > g„_ a , so ist auch > g tt _ r Man hat aber n a ± , *= a x a % 

— 5 3 ; ferner offenbar a x a s > a x -f- o a , ausgenommen im FaUe a x ess a a « 2 ; da aber 
a 9 > &a * st » 80 & at man gewifs in j edem Falle a a a s > , oder a % a 9 — 5 2 

> a t , d. h. > g, . Nach dem vorher bewiesenen Satze folgt nun fdr n =» 8, g 8 > ffa» 

ffir » as= 4 , g 4 > g 8 u. s f. , also uberhaupt 

2i < 2s < 2s < 2< 

Die Nenner der successiven NSherungsbruche bilden mitbin eine steigende Reihe, 
w. z. b. w. 
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kann, so mufs, wenn wir sicker gehen wollen, Lim — von der Ein- 

heit versckieden sein. Die Differenz zwiscken den Ketten- 
brflcken 9) und 10) n&hert sick also ftir wachsende n un- 
begrenzt der Null, wenn der Kettenbruch 10) convergirt, 

und wenn zugleick in 9) Lim r„ ^ 1 ist. 


Capitel Xm. 

Die Verwandlung von Reihen in Kettenbriiche. 


§. 69. 

Verwandlung einer beliebigen Beibe. 

Das Yerfahren, dessen wir uns bedient haben, urn gewoknliche 
Brucke und Quadratwurzeln in Kettenbriiche nmzugestalten, kann mit 
einer kleinen Modification auck auf jede endlicke Reike angewendet 
werden. Wir betrachten zu dem genannten Zwecke die aus n -+• 1 
Gliedem bestekende Reike 

r + r + r + ---- + t > 

*0 C 1 *2 

und nennen Bk den Rest, welcher bleibt, wenn von dieser Reike ihre 
It ersten Glieder weggenommen werden, so dafs also folgende Glei- 
ckungen stattfinden 

» + + v 

2) R a = X 


Die GroJse Bi besitzt nun, wie leickt zu seken ist, die Eigenschaft 


+i- 

tic tjc 


kieraus folgt 


1 . _ h (ft) 1 Jt k+1 

Rk t Rk+x + 1 * Rh+l + 1 

und dafflr kann gesckrieben werden 




ft "f" ft+i + l 


Schlflmfloh algebr. Analysis. 6. AufL 


21 
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Setzt man noch zur Abkttrzung 

1 


3) 


St 


— t t = L't, 


so geht die vorige Gleichung fiber in 

(«■ 


£* = 


tk + ^i+1 + C*+l* 
es ist mitbin der Reibe nacb 4 = 0, 1, 2, ...» — 1 


£'<>=■ 


(t 0 )' 


*0 ■+* *i 4" ’ 

+ ** + 


u. 


(W 1. 


*»_i "Mn + 

Substituirt man jede dieser Gleicbungen in die vorhergehende und 
beacbtet, dafs nacb 1), 2) und 3) 

f 5 t 

°0 o f 0> 

n 0 

U n = -= t n = /„ — t n = 0 
ftn 

ist, so erbSlt man 


n 0 


(t ,)* 


l o + f i 


(*i)' 


{ 1 + l 2 




*2 +*S — • 




^«—i H” 

Hieraus ergiebt sicb JR 0 , indem man beiderseits die reciproken Werthe 
nimmt, nacbber folgt vermfige der Bedeutung von B 0 (No. 1) 


4) 


r + r + r +.... + 7 

*0 *1 l s *« 


(*o) s 


0 * + *-2*- 


*1+** 


(t a )' 


*3 + *3 •. 


(*-») a 




Diese Formel dient zur Verwandlung einer endlichen Reihe in einen 
endlichen Kettenbruch. Enthalt die Reihe wechselnde Yorzeicben, so 
ist dasselbe Verfahren anwendbar und giebt 
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/ Q t t f 2 t n 


'u-u+** 


‘ " , + M 

* 1 *8 *«+•.. . (*«-»)* 

> t / ’ 

T n — f n— i 

■wie man auch kflrzer aus der Formel 4) findet, indem man — t u 

— 1 3 , — # 6 etc. an die Stelle yon t t , t s , t t etc. treten Mst *). 

Es hat keine Schwierigkeit , aus den Formeln 4) und 5) noch 

andere abzuleiten , welche sich auf besondere Yoraussetzungen be- 

ziehen. Nimmt man z. B. 

/ £o t — t ^ 

l o — j » *x x > l i — x v 

und schafft die Briiche aus den einzelnen Gliedem der Kettenbrttche 
yreg, so findet man: 

1 X X * X n 

6) 1 1 h - • * • H 

' a 0 a t a 2 a n 

1 


+ 


K)** 

a i x + a 3 


1_: 


a s x + a s • 


• • + 


( 




(°o) 2j 

a i ~ a o x + 


( a i) 2 * 

a a — <»i* + 


(a a )»jr 

fl s— «** + •.,. (««-.)** 


<?n a *— jT 

Fur o 0 = «oi ®i =«o“i) ®s = a 0 a 1 a 2 u. s. f. prgjebt sich hieraus 
nach gehOriger Hebung 


i+r^ + 




«o a i . . . a n 


«1 +* ~ 


a t + «■ 


<*8+X— *»-i X . 


') Euler, Opuscula analytlca , T. 11 , p. 148 . 
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9 ) 


_l_ x _x s _ _ _ _ _ (— 1)"*” 

«o «o“i “o«i«a *“ « 

1 


• x -j- . . 


a„ — a:" 


STimmt man beispielsweis in der Formel 8) 



so steht linker Hand die binomische Reihe; setzt man dafur ihre 
Summe (1 + x) n und schaffit reciter Hand die Briiche weg, so fin- 
det sick 


10 ) 


1 


(!+*)■ 


1 


nx 

nx-{- 1 


1 . (« — 1 )* 
(* — l)x-f-2 


2 . (« — 2) x 

(n — 2)x + 3 — . , 


(n — 1) . lx 
lx -(- n 


Ans den bisherigen KettenbrQchen fur endliche Reihen lassen sicb 
unmittelbar Kettenbriiche far unendliche Reihen herleiten, indem man 
die Zahl n + 1, welche die Anzahl der Reihenglieder nnd ebenso der 
Kettenbruchglieder bestimmt, ins Unendliche wachsen lafst. Eine be- 
sondere Vorsicht hierbei ist nicht nothig, denn jeder N&herungsbruch 
des Kettenbruches bildet den Reprasentanten von so viel Gliedem 
der Reihe, als er selbst Glieder enthalt; convergirt also die unend- 
liche Reihe, so mufs der Kettenbrueh ebenfalls convergiren, und auf 
gleiche Weise zieht die Divergenz der Reihe die Divergenz des Ket- 
tenbruches nach sieh. 

Aus No. 8) erhalt man z. B. fur a 0 =1, a 1 — a s = a, — y 

linker Hand die Reihe 


1 + 


Mp)‘+(p)' 


+ ...+ 



welche unter der Bedingung y* > x s ins Unendliche fortgesetzt und 
summirt werden kann; diefs giebt 


y l 


y — x x 


y X 


y* 


y + x — ... 


y +* 


y-\~* 
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oder, wenn man die reciproken Wcrthe nimmt, 


11 ) 


yx 


y + x- 


yx 


>x 3 . 


y + x- 


yx 


!J+x — ... 

Durch die namlichen Substitutionen und unter derselben Bedingung 
ergiebt sich aus No. 9) 

yx 


12 ) 


y — *■ 


yx 




*4- 


l/X 


y — x + • • • 

Setzt man in No. 11) 

y — a + "j/a 2 — b, x = a — ~\/a 3 +^b, 

wobei sowohl a als b positiv und b<a 3 sein moge, so ist die -Be- 
dingung y 3 > x s erfiillt und es folgt _ 

b 


13) y,^ — b = a — 


2a — 


b 


a> 0, a*>b> 0. 


2a — 


2a ■ 


Ein ahnliches Besultat liefert die Gleicbung 12) far 

y = -\^+~b + a , X = -\/a* + b — a 

wenn a>b > 0 ist, namlich 

b 


14) Va* + A = a-f-: 


« > A > 0. 


2a -j 

2a 


! + • •• 

Die beiden letzten Formeln lassen sick in eine einzige zusammen- 
fassen, welcke fur positive und negative l gilt wenn a und a 3 + b 
positiv sind. 

Als zweites Beispiel far die Gleickung 8) diene die Annahme 
a 0 — 1, a 1 = 1, « 8 = 2, a 3 = 3, etc.; far n = oo entsteht dann 
linker Hand die Exponentialreihe, mithin ist far jedes endliche x 

1 

X 


15) 


e x = - 


1+x- 


lx 


2 — j— a? - 


2x 


3 -j— x - 


Nimmt man in No. 7) a 0 = 1, a t = 3, a t =5, a s =7 etc., n — a, 
z — s 3 und multiplicirt beiderseits mit e, so erh&lt man 
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16) arctan s — - 


1 + 


( 1 3 )» 


5*^1. 


3 — 15*4 


( 35 )* 


5 — 35* 4 


( 55 )* 


7 — 55* 4- . . 


Far « = 1 folgt hieraus die Gleichung*) 


17) 


n 
4 ! 


14- 


l* 


2 + 


8* 


4- 


5* 


24-. 


welche die Umsetzung der Leibnitz’schen Reihe in einen Kettenbruch 
dtostellt, der natarlich ebenso langsam convergirt wie jene Reihe. 

4 Noch wollen wir bemerken, dais sich jetzt auch Kettenbrache 
artgeben lassen, bei denen die NaherungsbrUche ungerader Ordnung 
gegen eine andere Grenze convergiren als die N&herungsbrftche gera- 
der Ordnung, wahrend beide Grenzwerthe endliche Grofsen sind. Man 
gelangt hierzu, wenn man eine oscillirende Reihe in einen Ketten- 
bruch verwandelt. So ergiebt sich z. B. aus No. 5) 


2 8 4 5 6 

1 2 + 3 4 + 5 


1 4- 


I s .8 


14 


2 s .4 


14- 


3® . 5 


14- 


4* .6 
1 4-. . . 


und da die Reihe zwischen 14 -12 und 12 oscillirt (§. 29), so con- 
vergiren die NSherungsbrQche ungerader Ordnung durch Abnahme 
gegen die Grenze 1 4- 12, die Naherungsbrache gerader Ordnung 
durch Zunahme gegen die Grenze 12. Derartige Kettenbrache hat 
man oscillirende Kettenbrache genannt. 


§. 70. 


Verwandlung einer Reihe von besonderer Form. 


Bei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen blieb die Reihe, 
um deren Verwandlung in einen Kettenbruch es sich handelte, v5llig 
allgemein; ist dieselbe aber von besonderer Form, so kbnnen beson- 
dere Methoden angewendet werden. In dieser Beziehung ist die Reihe 


*) Nach Angabe von Wallis {Arithmetica injinitorum) ist dieselbe von Brounker 
gefnnden worden. 
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x , o(« + l)-^ + l) j - 


+ 


1.2 . y(y H- 1) 

"(“ + 1) (« + 2) . 0(0 + 1) (0 + 2) 


x* + • • . 


1.2.3. y(y — 1) (y 2) 
vou Interesse, welche die meisten der in der algebraischen Analysis 
yorkommenden Eeihen als specielle Falle in sich enthalt. Sie eonver- 
girt far alle x, deren absoluter Werth weniger als die Einheit betrftgt, 
wie auch sonst a, 0 und y beschaffen sein mSgen; far x — 1 con- 
Yergirt sie unter der Bedingung y > a + 0 (§. 27). Unter Voraus- 
setzung ihrer ConYergenz bezeichnen wir ihre Summe mit F(a, 0, y), 
so dafs die Gleichung 

i) , ( „, ,) _ , + id , + *■ 


+ 


1 • 2 . y(y + 1) 

°(“ + 1) (“ + 2) . 0(0 + 1) (0 + 2) 


1 . 2 . 8 . y(y + l) (y + 2) 
stattfindet; es ist dann auf gleiche Weise 


X 6 + . . . 


2) n«,p+i,H-i)=i-+ 


«.(0+l) , , «(«+!) ■ ((9+1) 03+2) 


1-04-1) 1.2. (r+i) (y+2) 

*(“+!) («+2) • ($+1) (0+2) (0+3) 


a;® + . 


1 1.2.3. (y+l)(y+ 2)(y+3) 

und wenn man hiervon die Gleichung 1) abzieht, so ergiebt sich, dafs 
die Differenz der beiden obigen Eeihen wiederum eine Eeihe Yon der- 
selben Form ist. Man hat n&mlich 

F( a > 0 + 1, y + i) — 0, y) = 


“(y — 0)# 
■y(y + 1) 
d. i. 


[ 


1 + 


(«+l) (0+l)_ , («+l) («+2) (0+1) (0+2) 


l.(y + 2) 


+ + 


3) F(«, 0+1, y + 1)-F(«, 0, y) 


1.2. (y+2) (y+3) 

«(y— 0)* 


+ 


•3 


F(«+l, 0+1, y+2). 


y(y + 1) 

Diese Eigenschaft lafst sich benutzen, um zun&chst den Quotienten 
der Eeihen 1) und 2) und dann die Eeihe 2) oder 1) selbst in einen 
Kettenbruch zu verwandeln *). Man erhait namlich aus der Glei- 
chung 3) durch DiYision mit F(a, 0 + 1, y + 1) sehr leicht 
F(«, 0, y) ®(y — 0)* 1 


4) 1- 


F(«, 0 + 1, y + i) y(y + i) 


F(«, 0 + 1, y + i) ‘ 
F(«+i, 0+1, y+2) 


Hier setzen wir der Karze wegen 
5 ) a(y—f)x_ 


y(y + 1) 


=/(«, 0, y) 


*) Gaufs, Disqiri&ftio circa sericm infinite* i in den Abhandlnngen der Gdttinger 
Gesellsch. d. Wissenseh. Bd. IX, 1812. 



6 ) 


■v( a > 0> y)- 
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und 

f(«, ft y) 

F{a, 0 + 1 , 7 + 1 ) 

Wollen wir durch EinfObrung dieser Abkfirzungen die Gleichung 4) 
in die moglichst bequeme Form bringen, so wird es zuvfirderst nothig, 
den anf der rechten Seite dort yorkommenden Quotienten 

F(«, 0+1, 7+ 1) 

F(« + l, 0 + 1, 7 + 2) 

ebenfaUs dnrch die Function ip auszudrficken. Vertauschen wir zu 
diesem Zwecke die Grofsen a und 0 in der Gleichung 6), so erhal- 
ten -wir 

^(ft «. i+ 1, J+iy 

Da die Grofsen a und 0 in F(a, 0, y) symmetrisch vorkommen, so 
kann man sie ihre Platze wechseln Iassen, ohne dafs F(a, 0, y) sei- 
nen Werth andert; in der That ist 

“0 _ , c(g+ 1) 0(0+1) 

1 - 2 . 7 ( 7 + 1 ) 


7) 


’1 + 


~ i 1 ~ J rKr 1 ~ J x 2 «J_ 

-* + 1-2. 7(7+1) + 

0 a _ , 0(0+l)q(a + l) 


■x + 


x* *4 “ . . . 


1-7 ' 1 • 2 - 7(7 + 1) 

d. h. F(a, 0, 7) — F(p, a, y) und aus demselben Grunde bat man 
auch F(a + 1, 0, y + 1) = F(fi, a + 1, 7 + 1). Unter Benutzung 
dieser Besultate gebt die Gleichung 7) in die nachstehende fiber: 

aus welcher dadurch, dafs man 0 + 1 und 7 + 1 fttr 0 und 7 setzt, 
die folgende entspringt: 

yip _j_ Bj « _[_ 1) ^ — F ( a ’ P lj izh.lL . 

F(a +1, 0+1, 7 + 2) 

Der hier stebende Quotient ist derselbe, welcher auf der rechten Seite 
der Gleichung 4) vorkommt; substituiren wir seinen Werth dort, so 
ergiebt sich wegen der Abkfirzungen in 5) und 6) 

1 ■ 


1 — ■¥»(«, 0, 7) =/(“> 0> 7) 


oder 

8 ) 


4>(«, 0, 7) = 1 


i^(0 + 1, #, 7+I) 

/(«» 0» y) 


■^(0 + 1, «> 7+ 1)' 

Setzt man hier ffir a, 0, 7 der Reihe nach 0 + 1, a, 7 + 1, so wird 

Substituirt man femer in 8) a + 1, 0 + 1, 7 + 2 fQr a, 0, 7, so ist 
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10) *(« + l, ^ + l,, + 2)_l-&±i-£±il+i) 

W4-2, «+ 1, y + 8) 

und wenn man far a, p, y in 8) der Reihe nach ,9 + 2, a + 1, y + 3 
einfOhrt, 

n, ^ +2| . + 1 , r+8) — 

Man kann auf diese Weise beliebig weit geben. 

Will man nacb einer gefundenen Gleichung eine weitere bringen, 
so substituirt man in die Gleichung 8) fiir a, p, y der Eeibe nacb 
diejenigen Grofsen und in der Ordnung, wie sie im Nenner auf der 
rechten Seite der scbon gefundenen Gleichung hinter tp stehen. Ein 
paar allgemeine auf einander folgende Gleichungen dieser Art war- 
den sein: 

12) P+n, r+2»)= 1 - 

is, *<ih-»+i,«+», fw-o = i - 

von welcben die erste als allgemeiner Typus far die Gleichungen 8) 
und 10), die zweite far 9) und 11) gilt 

Substituirt man in jede dieser Gleichungen die nachste, indem 
man bei 8) anfangt und etwa bei 12) aufhort, so wird 


t( a , P> y)= 1 — 


/(“> P, y) 


M+ 1, «. r+i) 


, X«±h P±h r+ 2 > 

/Q3-f-2, «+l, y+3) 

i — • . . /(“+”» <?+«» y+2«) 

ViP+n+l, a+n, y+2/j+l)‘ 
Yermoge der Bedeutung von ip (a, p, y) ist nun 
*(«> pj-h y + l) 1 

F{«> P> y) t(«> P, y)’ 


folglich 


*{«, P + i, r + i) 
F(«, P, y) 


, /(«» P> y) 

, f(P •+• 1» <*> y + 1) 

i /(* + *» P v + 2 ) 

/Q3 + 2, «+!, y + 8) 


i— .. /(« + «> P4-*> y + 2«) 


^(/S + n+l, « + »> y + 2»4-l) 


1 




330 Cap. XIII. Die Verwandlung von Reihen in Kettenbruoke. 

und dabei sind die verscbiedenen Werthe der mit f bezeichneten 
Function nach 5) folgende: 


/(“» ft y) = 


«(y— -ft 
y(y + !) 


/(/*+!» <*> y 4- 1) = 
+ P + i, y + ») — 


(P+i) (y + i-ft r 
(y + i) (y + ft 
(« + i) (y+i-ft - 

(y-f-2) (y-J- s) 


/(P +• 2, « -+- 1, y + s) — 


«g + 2)(y + 2-ft . 
(y + 3) (y-M) 


u. s. f. 

deren Gesetz leicbt zu fiberseben ist. 

Um den Kettenbrach 14) ins Unendliche fortsetzen zu konnen, 
ist zuvorderst noch eine Bemerkung nothig. Der fragliche Ketten- 


bruch steht unter der Form 
1 



1 



1 


Setzen -wir bier 1 — Q tn — r a „, so gebt der Kettenbruch ganz in die 
Form des Kettenbruches 9) in §. 68 fiber, und es ist erlaubt, den 
Rest r an •wegzulassen, wenn sicb derselbe fiir ■wachsende » unbegrenzt 
der Null n&bert, d. b. wenn 


L™ e 2 « = 1 

ist Dieser Umstand findet in der That statt; es ist n&mlicb 

, ^ fYS-Lw-Ll, «+», y-l-2fl-f-l) 

? a « — ■f'OS+a+l. y + 2« + l — F( ^ +;}+1} tt+B+1> y +2 „ +2 ) 

_ F(«+«, 1, y-f2«-f 1) 

F(«+n+l, (l+n+1, y+2fl-f2) 

(«- fn) (ft+s+1) («+») («+tt+lHftH4-l) (ftf«+2) j , 

‘ 1 . (y-f- 1) ’ 1 ° /..a o. I 1\ /-. I O- I ft\ ■ * 


1.2. (y+2«-f-l) (y+2*+2) 


, , (“+”+!) (^+»+l) ( a 4”+l)(“+”+2)(l3+»+l)(^+«+2) 

■*" l.(y+2«+2) + 1 . 2 . (y+2*+2) (y+ 2n+8) + ' 
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und ran diesen Quotienten genauer untersucken zu konnen, erinnem 
wir an die Definition der sogenannten Mittelgrofse zwiscken ge- 
gebenen Grfifsen. Sind namlich a, b, c, d, ... beliebige gegebene 
Zahlen, die wir der Einfachbeit wegen als sammtlich positiv yoraus- 
setzen wollen, und nennen wir g die grbfste und h die kleinste der- 
selben, so heifst Mittelgrofse zwiscben a, b, e, d, . . . jede Zahl, 
die nicht grofser als g und nicht kleiner als h ist, und sie wird 
durcb M(a, b, c, d, . . .) bezeichnet. Yon diesen MittelgrS&en gilt 
der Satz*) 


*o + +^3 +••• 

^0+^i+^,+^s + - 


(lo 

B x 

A 

1 553 
l» 

Uo’ 

A' 

A' 

A' ) 


vorausgesetzt, dafs der linker Hand yerzeicbnete Quotient im Zahler 
und Nenner gleichyiel Glieder enthalt. Nehmen wir n so grofs, dafs 
a + n, p + n und y + n sammtlich positiy ausfallen, so giebt die 
Anwendung dieses Satzes 


r, (“ +»)(/+ + 2) 

(a 4- ri) (y + 2* + 3) 1 

L ’ («+« + l)(y+ta— 1)’ 

(a + « + 2) (y + 2^ 4-2) y J 


# ) Der Beweis derselben lautet: Nennen wir O den grdfsten und K den kleinsten 


unter den Quotienten — 
JL 

so sind die Differenzen 


A 

a. 


— 8 etc., indem wir dieselben als positiv voraussetzen, 


G — ~r> G --r, 


A 


und 


A _ K 
A ’ 


■z, . 


A_ k A 
A ’ A 

sSmmtlich positiv. Dasselbe gilt noch, wenn man diese Differenzen mit den Factoren 
A x , A s , A s , . . multiplicirt; demnacb sind die Ausdriicke 

A 0 G — £ 0 , A X G — — £ s , . ... 

A — A k > A — A E , — AA .... 

positiv und ebenso sind es ihre Summon. Man hat demnach durch Vereinigung der in 
jeder Horizontalreihe befind lichen Differenzen 

(A + A+A +•••) G ~(A+A + A + --)>o 
(*„ + A + A +■■■') -(A4-A+A+~-)s>o 

und hieraus findet man aus der Stedte 

+ *i + * a 


0>^- 


Hr ' 

+ • 


' A o + A l + + • • 

was mit der im Text stehenden Behauptung identisch wird, wenn man die erwfibnte 

Bezeichnung der MittelgroGsen anwendet. 
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und wenn nan » unendlich wachst, 

Lim — F[l , 1» 1 ] 

d. h. Lim Q in — 1. Wir sind demnacb berecbtigt, den unter No. 14) 
verzeichneten Kettenbrucb ins Unendliche fortzusetzen; vermoge der 
Bedeutung der Function f giebt diefs 

jt-v Ffa § + h y + i) 

J F(a, (}, y) 

1 

~ c (y — P)r 

, K-/+1) 

(?+i)(y + i — «)* 

, (y+0(y + 8) 

(«+i )( y+ *— py* 

, (7 + 2)(y + 3) . 

( p+H. (y+ 2 — fOg 

, (y + 3)(y + 4) 


und dieses Besultat ist so lange ricbtig, als die mit F(a, ft, y) und 
F(ce, ft -f- 1, y -f- l) bezeichneten Beiben convergiren. 

Aus dieser sehr aligemeinen Relation lassen sich neue Ketten- 
brflche ffir die vricbtigsten in der algebraischen Analysis vorkommen- 
den Functionen ableiten. 


§. 71. 

Kettenbriiche fSr einige der wichtigsten Functionen. 

I. Nehmen wir in Formel 15) ft = 0, so wird F(a, ft, y) == 1 
und es bleibt der Zabler allein steben; diefs giebt 

c ( c + 1) . , + 1) C c + 2) 


1 + 


y+i x+ (y + i)(y + 2) 


(y + 1) (y +• 2 ) (y + 3) ' 


+ ••• 


l — 


y + 1 


i •(? + ! — «) 
(y + i) (y + 2 ) ' 


(“ + 1) (y + 1) 
(y + 2) (y + 3) ' 


l — 


2 • (y + 2 — «) 
(y + 3) (y 4- 4 ) 

l — 


und nach Wegscbaffung der DoppelbrQcbe 
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i) 1 + 


«(« + 1) 

y+i“" r '(y+i)0'+3) 


■ X ~|— 


X 2 


«(« + !)(« + 2) 

(H-i)(y+*)(r+») 


x a + • 


1 — 


ax 


7+1 


1 (y — j— 1 — a) x 


y + ! 


(«_ + 1) (y -+- 1) * 


y + 8- 


2 (y + 2 — a) x 


y + 4- 


(ct+2) (y-f-2)g 


7 + 5 — 

In dem spedellen Falle a — — fi, y = 0, x — — e erhalt man 
linker Hand die Binomialreihe, mithin 

2) (l +*? ±— 

, f 1 * 


1 + 


10* ~h l) g 


2 — 


10*— 1)* 


3 + 


30* + 3) * 


4 — 


2(>i — 2); 


5 + 


»0* + 8)« 


und zwar gilt diese Gleichung fur jedes s, wenn f.i eine ganze posi- 
tive Zahl ist, aufserdem nur fiir solche g, bei denen die Reihe con- 
vergirt. 

Nimmt man in der vorliegenden Gleichung z = - und geht zur 

Grenze fiir unendlich wachsende p fiber, so gelangt man zu folgen- 
dem Resultate 

1 




1 lx 

M 


lx 


3 4“ 


2* 


4 — 


2* 


5 + 


3# 


6 — 


3r 


wofiir einfacher geschrieben werden kann 
3) e* - 1 - 


7 + - 


1 + 


3 + ' 


2 — ■ 


5 + : 


7 -f** • • 
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Aus No. 1) ergiebt sich ferner fQr a = y = 1, x — — e und 
durch beiderseitige Multiplication xnit s 


4) /(! + *) — 


' 7 ■+• . . . 

wobei e an die Bedingung — 1 < s ^ + 1 gebunden ist. 

Nimmt man in No. 1) a = y = £, x — e 2 und multiplicirt bei- 
derseits mit e, so erhalt man unter der Voraussetzung — 1 <.e <+ 1 




7 ~ 93 _- 


L&fst man — 1 an die Stelle von a treten, so hat man weiter, 
falls — 1 ^ e ^ 1 ist, 

6) arctan s = — — 


» + ..• 


und z. B. fttr s — 1 


IL Kehren wir wieder zu der Gleichung 15) in §. 70 zurQck 
und setzen dort ^ fur x, so haben wir 

F(a, B, y) = 1 4- — 4- K tt + X ) P(P + *) ** , 

{ ’ P ’ " + l.y + 1 . 2 . y(y + 1) o*jS* 

F ( a a- 1-1 v 4 -n_ 1 -|- (H" 1 )** , «(a + l)(|? + l)(^ + 2 )** 
Nehmen wir hier /£ = a 3 lassen dann a ins Unendliche wachsen und 



Cap, XU!. Die Verwandlung von Eeihen in Kettenbriiohe. 335 

nennen TJ und V die Grenzwerthe der Reihensummen fflr unendlich 
wachsende a, so ist 

8 ) ^ 1 +r:^ + i. 2 .}<y+T) + 1 . 2 . 3 . 7 (y + l)( r + 2) 4 '*--’ 

9) 1 4 1 (J+1) + !. 2 . (y + l)(y + 2) + 1 . 2 . 3 . (y+l)(H-2)(y + S) + ” 
und wenn wir auch im Kettenbruche -3 far x setzen, darauf /S = a 

ccp 

ins Unendlicbe wachsen lassen, 

V 1 

0 ** 


1 4 


7(7 4 1) 


(r + 1) (y + 2) 


14 


14 


O' 4 2 ) (r + 3) 


14. 


woraus nach Wegscbaffung der Briiche folgt 
r 7 

u 


10 ) 


7 + 


7 41 + 


a;* 


y 4 2 4 


7 4 3 4 * . . 

Eine wichtige Substitution ist hier y = $ und \x fflr x. Man 
erhalt durch dieselbe 


«7 = 1 + 


= 14 


1.2 1 1.2. 3. 2* 1 1.2. 8. 8. 5. 2* 


x* 


x” 


d. L 


1.2 1 1.2. 3.4 1 1.2. 8. 4. 5. 6 


ferner 


‘14 


.14- 


1.2.8^ 1.2. 3.5.2 s 1 1.2.3.8.5.7.2 s 


oder 


1.2.S^1.2.8.4.5 n 1.2. 8. 4. 5. 6. 7 
e* — e~ x 


4- • • 


U » 


2x 


Setzt man aucb in dem Kettenbruche y=l und $x for x, schafft 
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die Br&che weg und substituirt fiir U und V die gefundenen Werthe, 
so wird 


e* — e~ x 
x («* + «“*) 





Die letzten zwei Gleichungen sind besonders merkwiirdig und 
bieten aufserdem noch durch ibre Form den Yortbeil dar, dafs man 
aus ihnen mittdst des in §. 67 bewiesenen Tbeoremes etwas Naberes 
iiber die irrationalen Werthe von e x und tom x erfahren kann. Be- 
vor wir aber diese specielleren Consequenzen zieben, schalten wir erst 
eine allgemeinere Bemerkung ein, deren Zweck in der Erklarung des 
Unterschiedes bestebt, welcber zwiscben den bier gegebenen und den 
frilber in §. 69 entwickelten KettenbrQcben stattfindet. Es lafst sieb 
diefs am anscbaulichsten macben, wenn man die beiden far corctan s 
gefundenen Kettenbruche No. 11) in §. 69 und No. 6) dieses Paragra- 
phen vergleicbt. Die Naherungsbracbe jenes Kettenbruches sind: 


z z s s 



z 


1 + 




U. S. W. 

und sie reprasentiren immer so viel Glieder der Beibe, als sie selbst 
Glieder enthalten. Der Kettenbruch 6) dagegen giebt 
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z 4- — z * 

15 z z 3 z* 3 s 7 

7 . 9 ~T — T + T — IF -1- 

1 H z* 

‘15 


u. s. w. 

Die einzelnen Naherungsbriicbe sind hier die Stellvertreter von un- 
endlichen Reiben , die in so viel Gliedem mit der gegebenen Reibe 
ubereinstimmen, als der Naherungsbrach Glieder entb&lt Dieselbe 
Bemerkung wiederholt sich fQr alle Kettenbriiche der §§. 70 und 71, 
und darin liegt der wesentliche Untersebied zwischen den fruberen 
nnd den jetzigen Verwandlungen der Reiben in Kettenbriiche. 


§• 72. 

Die Irrationality der natiirlichen Logarithmen und der Ludolph’schen Zahl. 

I. Setzt man in der Gleichung 11) x = einer rationalen GrSlse 
gleicbviel ob gebrocben oder nicbt, und bemerkt, dafs 

e* — e~ x e 2x — 1 2 

e* + e-* == e 2 *+T ==1 '~ l 

ist, so wird 

m 



woraus sicb nacb Wegscbaffung der Briicbe in den einzelnen Gliedem 
des Kettenbruches leicht die Relation 
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immer = m a sind, die Xenner dagegen fortwShrend wachsen, so mufs 
friiher oder spater in demselben eine Stelle kommen, von welcher aus, 
abwarts gerechnet, alle Glieder des noch folgenden Kettenbruches 
echte B ruche sind. Der Grenzwerth eines solcben Kettenbruches ist 
uach §. 67 irrational, folglich ist es dann auch der Grenzwerth des 
in 1) stehenden Kettenbniches, veil jedenfalls ein Theil desselben ir- 
rational sein mufs. Hieraus folgt unmittelbar die Irrationalitat der 
linken Seite in der Gleichung 1) und diefs fiihrt zu dem Satze, dafs 

m 

fiir jedes rationale m und n die Potenz e n irrational ist. 

Xehmen wir einfacher n = 1 , so entspringt der merkwiirdige 
Satz, dafs alle ganzen Potenzen der Grundzahl der nattlrlichen Lo- 
garithmen irrationale Grofsen sind. In der Gleichung e~ — y ist da- 
her y irrational, wenn z rational ist; soil aber y rational werden, so 
mufs s — logy irrational sein. Das naturliche Logarithmen- 
system hat also die merkwiirdige Eigenschaft, dafs die 
Logarithmen aller rationalen Zahlen irrational sind, und 
hierdurch unterscheidet sich dasselbe wesentlich von alien anderen 
Systemen, die entweder rationale gauze Zahlen, oder algebraische 
■Wurzeln aus solchen zu Grundzahlen haben; veil in jedem dieser 
moglichen Systeme rationale Zahlen vorkommen miissen, zu denen 
auch rationale Logarithmen gehoren. 

II. Setzt man in der Gleichung 12) des vorigen Paragraphen 

a; = ^, so ergiebt sich Ieicht 


2 ) 


in 

tan — = - 
n 


m 


m* 


3 n- 


m 3 


5 n ■ 


171 * 


7n — . 


Hier konnen ganz ahnliche Betrachtungen gemacht werden. Es 
mufs namlich irgend eine Stelle kommen, von welcher abwarts alle 
Glieder des noch folgenden Kettenbruches echte Briiche sind; auch 
tritt hier der Fall nicht ein, dafs von irgendwo an der Kettenbruch 
die Form 


772 * 


haben kSnnte, weil die Kenner n, 3n, 5 n, 7 n u. s. f. ins Unendliche 
wachsen. Bezeichnen also m und n rationale Zahlen, so ist nach 
§. 67 der Grenzwerth des Kettenbruches rechts irrational und mit- 
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hin ist es auch die linke Seite; d. h. die Tangente eines Bo- 
gens, welcher zum Halbmesser in einem rationalen Ver- 
h&ltnisse steht, ist incommensurabel mit dem Halb- 
messer*). 

Hieraus folgt sehr leicht, dais die Ludolph’sche Zahl n eine Ir- 

rationalzahl ist. Nach §.71 Formel 12) ist n&mlich far x = — 

4 


TC 



Wftre nun j gleicb einem rationalen Bruche des Halbmessers, etwa 
j=*^, so wflrde daraus folgen 



Aber der Grenzwerth dieses Kettenbrucbes ist irrational und kann 
daher der rationalen Einheit nicht gleicb sein. Daraus folgt, dafa 

die Voraussetzung falsch war und demnacb mithin auch 

n selbst, incommensurabel gegen den Halbmesser ist. 

Man kann noch zeigen, dais ?r s irrational ist. Aus Formel 12) 

§. 71 folgt namlich Vermoge der Relation cot x — 



oder 


*) Legendre, EUments de giomitrie , Note IV. 
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1 — x cot x — - 


7—... 




und hieraus fQr x = 




7 — ... 


Ware nun rational = ^, so wiirde daraus folgen 




8 ? - 


pq 


bq- 


pq 


7q- 


Der Grenzwerth dieses Kettenbruches ist aber irrational und kann 
nicht = 1 sein. Mitbin ist auch nicht rational, d. h. n* ir- 


rational. 


Schlussbetrachtung. 

tfberblicken wir nocb einmal die Gesammtheit der entwickelten 
Resultate, indem wir wiederum den anfangs aufgestellten UnterscMed 
zwischen unabhangigen und abh&ngigen veranderlicben Zablen binzu- 
bringen, so sind es hauptsachlich zwei Bemerkungen, die sich, als 
besonderer Aufmerksamkeit wertb, hervorheben lassen. 

I. Es war das Geschaft der Buchstabenrechnung, nacbzuweisen, 
dais das Zahlengebiet als ein in seiner L&ngenrichtung (von — oo 
bis + oo) continuirlicb fortgebendes betracbtet werden kann und dais 
sich mit die sen Zablen die sieben algebraiscben Operationen aus- 
fflhren lassen. Nur bei den imaginaren Zablen stofst die Buchsta- 
benrechnung auf eine nicbt so unmittelbar zu beseitigende Schwierig- 
keii Diesen Mangel erganzt die algebraische Analysis, indem sie 
die eigentliche Bedeutung der imaginaren oder besser complexen Zali- 
len hervorhebt (§. 59) und die Regeln fiir die Rechnung mit densel- 
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ben feststellt. Es zeigt sich, dafs das Zahlengebiet nicbt aus einer, 
sondem aus zwei Dimensionen besteht, und es ist dieses Eesultat 11m 
so bemerkenswerther, als damit eine eigenthtimliche Verbindung zwi- 
schen den verschiedenen Formen der mathematischen Erkenntnifs her- 
gestellt werden kann. Betrachten wir namlich die Dinge der Aufsen- 
welt von ibrer mathematiscben Seite, so sind sie einer dreifacben 
Auffassungsweise fahig; wir denken uns dieselben entweder nach 
einander an verschiedenen Stellen der Zeit, oder scbematiscb ge- 
ordnet, indem wir ibre Stellen durcb Zablen bezeichnen, oder end- 
licb nebeneinander an verschiedenen Stellen des Baumes; das 
Eigenthtimliche dabei ist, dafs die Zeit eine, das Zahlengebiet zwei 
und der Baum drei Dimensionen umfafst. 

II. Fur die abhangigen Variabelen, also ftir die Functionen gel- 
ten zwei Bemerkungen, von denen sich eine auf den In bait der ge- 
stellten Aufgabe, die andere auf die Form bezieht, in der wir sie 
gelost baben. 

Die Aufgabe lautete: „eine Theorie der einfachen Functionen 
x a , a x , log x ; sin x, cos x, tan x, cot x, sec x, esc xj 
arcsin x , arccos x , arctan x, arccot x, 
zu liefem;“ es war kein urspriinglich bekannter organiseber Zusam- 
menbang zwiseben jenen Functionen, der uns veranlafste, aus der un- 
endlichen Menge moglicher Functionen gerade die obigen herauszu- 
greifen und einer specielleren Betracbtung zu unterwerfen, es war 
nur die aufserliebe Thatsache, dafs sie es sind, welche in der Ele- 
mentarmatbematik (Aritbmetik wie Geometrie) einzig und allein vor- 
kommen. Dagegen hat uns die nunmehr beendete Untersuchung ge- 
zeigt, wie nahe jene Functionen einander verwandt sind, sie bat die 
WiUkiir, welche in der Wahl des Tbemas zu liegen schien, durcb 
den Nachweis gerechtfertigt, dafs die genannten Functionen eine noth- 
wendig zusammengehSrende Gruppe bilden, sie bat endlich die Mittel 
geliefert, um den tJbergang von der einen Function zur anderen be- 
werkstelligen zu ktinnen. Fangen wir namlich mit der Potenz an, so 
ktinnen wir aus ihr sowohl die Exponentialgrofse als den Logaritb- 
mus ableiten, und es bedarf hierzu nur der Formeln 



Mittelst der complexen Zablen gelangt man von der ExponentialgrSfse 
zu den trigonometrischen Functionen und andererseits von dem Lo- 
garithmus zu den cydometrischen Functionen, so dafs sich der Zu- 
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sammenhang zwischen den Functionen der algebraischen Analysis in 
folgendem Schema darstellen Mst: 

Potenz 


/ 

Exp onen tin igrofse 

Goniometriscke 

Functionen 


\ 

Logarilhmus 

i 

i 

Cyclometriscke 
Functionen . 


Die einander gegeniiberstehenden Functionen sind die Umkehrungen 
von einander; bei der Potenz fallt die Umkebrung mit ihr selbst zu- 

m 

sammen, veil der Ausdruck x a ebensowohl x m als ~\fx in sich enthalt. 

Was endlicb die Form anbelangt, unter der irgend eine der obi- 
gen Functionen dargestellt verden kann, so ist dieselbe nach unseren 
Dntersuehungen eine dreifache: die Reihe, das Product und der Ket- 
tenbrucb. Diese Formen entsprecben den vier Species; die Reihe 
repr&sentirt die Addition und Subtraction, indem sie durch successive 
Additionen und, bei negativen Gliedem, durch successive Subtractio- 
nen gebildet wird; das Product stellt die continuirliche Multiplication 
und der Kettenbruch die fortgesetzte Division dar. Diese Formen, 
unter velchen die Functionen hier erschienen, sind jedoch nicht die 
einzig moglichen, und es Mst sich im voraus absehen, dafs man so- 
gleich zu neuen Formen gelangen muTs, wenn es glflckt, den bis- 
herigen Rechnungsoperationen neue zuzugesellen. Diese Andeutung 
moge genugen ; sie weiter ausfQhren hiefse die Grenzen der niederen 
Analysis Gberschreiten. 



A n h a n g. 

Die hoheren Gleichungen. 


I. AUgeraeine Eigenschaften der ganzen rationale!! 
algebraischen Functionen. 

§. 1. Eine gauze, rationale und algebraische Function von x 
ist bekanntlich nnter der Form 

«0 + r V T + C 3 X * 4- C.J3-9 + . . . + C n X n 
enthalten, wobei die ganze Zahl n den Grad der Function angiebt; 
w bezeicbnen eine derartige Function kunftig immer mit f(x). Dem 
Wertbe x = 0 entspricht der Functionswerth f (0) = c 0 ; fur sehr 
kleine x mufs daber f(x) nahezu = c 0 , folglicb f( x) von demselben 
Vorzeicben wie c 0 sein. Diese Bemerkung kann nocb verallgenieinert 
werden. Es sind namlicb die absoluten Werthe der Quotienten 

Cfc+1 '-‘fc+2 Ci+s 

J ) 9 • • • • 

Cfc Ck+l Ck+1 

endliche Grolsen, wofem keiner der Coefficienten ci, c<-+ i, c* +2 etc. 
verscb-windet, mithin l&fst sich immer eine Zahl q finden, deren ab- 
soluter Wertb mehr betragt als der absolute Werth jedes solchen 
Quotienten; man hat dann folgende Ungleichungen 

Cfc+i < cuq, 

Ck+i < Ci+x q < Ck q 8 , 
cjt+s < Ci+s q < cjtS' 8 , 

U. S. W. 

Nennen wir femer £ den absoluten Wertb von x, multiplidren die 
vorigen Ungleichungen der Reihe nacb mit £*, f* +l , £*+* etc. und 
addiren, so erbalten -wir 

Cfcl 4 + c* +2 |* +1 -j- Ci +2 i fc+J + . . • • 

< c*!* (1 4- ?! 4- 9*t* 4- ? s i® 4- — )• 
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Die willkiirliche GrSfse f mag jetzt < ^ gewahlt werden, es ist 
dann 

<i+i + (i) a + (|) 3 + ™ ir >f- 


mithin 


l + ^ + ?*l* + 7 s t 3 + ”-<2, 

+ c i+1 l i+1 + c i+2 | i+2 + • • • < 2c t f* 


4" c i+2l* +2 4* ••••< c *£* 

In Worten heifst diefs: man kann x immer so klein wahlen, 
dais der absolnte W erth irgend eines Gliedes cix k mehr 
betragt als die Summe der absoluten Werthe aller fol- 
genden Glieder. Bei hinreichend kleinen x hat also die Summe 

Cft .4 + e l+1 x k + 1 4- c k+i x k +* 4 

dasselbe Vorzeichen wie der erste Summand. 

§. 2 . Bezeichnet r irgend einen speciellen Werth von x, so 
gelten die Gleichungen 

/{^) — - Oq 4 - CyX 4 " C^X* 4 ” 4 ” • • • • 4 ~ 

f( r ) = c o 4 - c t r 4- c a r s 4- CgT-s 4- 4- c„r« 

und aus ihnen folgt 


/(*)-/«. 


!<? x + c s 


• r 2 , 3T® ■ 

t” * S 

■r s x ■ 


x n — r n 


Bekanntlich sind die angedeuteten Divisionen ohne Reste ausfiihrbar 
und geben 

~ e i + c s (J 5 4 - r) 4- c 3 (a; 8 4 - ar 4 - r 2 ) 4 - 

. . . 4- c n {x*~ 1 4- x n ~~r 4- ... 4- xr*~ * 4~ r *~ ‘)> 
welche Gleichung durch Anordnung nach Potenzen von x die Form 
erhalt 


Die Differenz der Functionen ist demnach ohne Rest 
theilbar durch die Differenz der Variabelen, und der 
Quotient bildet eine ganze Function des nachst niedri- 
geren Grades. 

§. 3 . Ersetzt man x durch eine complexe Zahl u + iv, so wird 
/(“ 4- *) = »o 4- c i« 4- c a (“* — »*) 4- • • • 

4 - 4 ~ 2e 4 uv 4- c s (3 — » 8 ) 4- . . .] 


oder kflrzer 
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/(« + fv) = C+,T, 

wo U und V reelle Functionen von u tmd v bezeichnen. Die Norm 
dieses Ausdruckes ist TP + F 2 , mithin jederzeit positiv. Man kann 
dieselbe beliebig grofs werden lassen, wenn man u und v sehr grofs 
nimmt, dagegen lafst sie sich nicbt negativ machenj und daher mufs 
es einen kleinsten Werth der Norm geben. Dieser magffir u = a, 
v — p eintreten und heifse A s + B* , so dais 
f(« + ip) = A a + B* 

ist. Irgend ein von a ip verscbiedener Werth des x sei 
x s= a -f- i§ + s (cos 0 -f - sin 8), 

wobei cos 0 + * sin 6 kurz mit jj bezeichnet werden moge; man hat 
dann 

/(« + iP + srj) = c 0 -t- [a ip + srj] 

+ [(" + *P) 2 + 2 (a + *§) S V + s* 1 ? 2 ] 

+ 

Nach Potenzen von er t geordnet giebt diefs einen Ausdruck von fol- 
gender Form 

/(« + ip + *y) = /(“ + iP) + (Jf x + *y 

-f- (.Wj + liV g ) 5*?J S 

worin M 1 , N 1 , Jf 2 , N 2 etc. gewisse Polynome bezeichnen, deren 
Werthe sich bei gehoriger Ausrechnung von selber finden. tfbrigens 
konnen mehrere der Grofsen M 1 , etc. gleich Null sein, 

und daher wollen wir voraussetzen, dafs z ,: rf die erste von denjenigen 
Potenzen sei, deren Coefficient nicht verschwindet. Zur Abklirzung 
bezeichnen wir femer f(a -f- ip + erf mit P + iQ und haben nun 

P iQ 

= J + iB + (M k + iN k ) s k rp + (M k+1 + >N k+1 ) s*+V + 1 + .... 

FQr das bisher willkfirliche jj setzen wir einmal eine Wurzel der 
Gleichung jj* = -+- 1, das andere Mai eine Wurzel der Gleichung 
rf = — 1; es lassen sich daher . solche Werthe von r/ angeben, bei 
welchen rf = e wird, wenn wir unter e die positive Oder negative 
Einheit verstehen. Nehmen wir dagegen fiir rj eine Wurzel der Glei- 
chung rf k = — 1 , so wird rf — + y — 1 = + is. Demnach giebt 
es einerseits Werthe von j?, bei denen 

P -f- iQ = A -f- sM k s k -j- 2 (B -f- sN k s k -f- . . .) 

wird, andererseits auch Werthe von rj, bei denen 

P -j— iQ A — sN k z k — |— ... — |— 2 (B — j— sM k s k -j— . . .) 

wird. Berechnet man fiir beide Falle die Normen, so existiren Werthe 
von ij, welche 

pt _j_ jp* — + fi*) = 2s (AM k -\-BN k ) ** + ..*. ■ 
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machen, und ebenso auch Werthe von j,, fur welche 

P* + Q* — (A* + **) = 2« {BM k — AS*) + 

wird. Bei hinreicbend kleinen e haben die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen die namlichen Yorzeichen wie die ersten Summanden (§. 1), 
und da man e nacb Gefallen positiv oder negativ macben kann, so 
giebt es immer Werthe von >; und z, flir welche die rechten Seiten 
negativ ausfallen, wofern nicht AMi + BMk und BMk — AN k gleicb- 
zeitig verschwinden. Dieses Resultat widerspricbt der Yoraussetzung, 
dafs A* + B 1 der Minimalwerth der Norm, mitbin P* + Q 3 — 
(A- + B a ) positiv ist, und der Widersprucb besteht so lange, als 
AMj + BNk und BMi — ANi. nicbt gleicbzeitig verschwinden. Da 
nun die Voraussetznng (dafs namlich ein Minimum der Norm existirt) 
richtig ist, so mflssen die Gleichungen 

AMk -j- BXk = 0 und BMk — ANi = 0 
bestehen, woraus folgt 

(AMk + BX k y + (BM t — AN k y = 0 

oder 

(iff + Y*) (A* B*) = o. 

Der Yoraussetzung zufolge verschwinden M k und N k nicbt gleicb- 
zeitig, mithin ist Ml + JNl keinenfalls = 0, und daber mufs A 2 -f- 
B a =0 sein; weil ferner A und B reell sind, so folgt .4 = 0, B = 0 
d. h. 

/(“ + l P) — 0 . 

Hiemach giebt es mindestens einen complexen Werth x — a ip, 
fur welchen f(x) — 0 wird, d. b. jede algebraiscbe Gleicbung 
hat wenigstens eine reelle oder complexe Wurzel. 

Diefs ist der Fundamentalsatz der Tbeorie der algebraischen 
Gleichungen; er wurde zuerst von Gaufs auf drei verschiedene Ar- 
ten bewiesen, nachher von vielen Anderen. Der obige Beweis ruhrt 
von Legendre her und ist spater von Cauchy und Sturm modi- 
ficirt worden. 

§. 4 Nennen wir x t den reellen oder complexen Werth, wel- 
cher f(x x ) = 0 giebt, so haben wir identisch 

/(*) =/ w -a*i) - <* - • 

Nach §. 2 geht die angedeutete Division auf, und der Quotient ist 
eine ganze Function (n — l)ten Grades, welche f x (x) heifsen moge; 
daher ist 

Wenden wir auf f x (x) wieder den Fundamentalsatz an, so existirt 
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jedenfalls ein Specialwerth x = x 2 , fiir welchen f t (x. i ) = 0 wird; 
daraus folgt f x (x) = {x — x g ) f g (x) Oder 

/(*) = (x — x g ) (x — x s ) f s (x), 

■wo f g (x) vom (» — 2) ten Grade ist. Durch Wiederholung dieser 
Schlfisse gelangt man schliefslich zu = (x — /«_,(*), 

und hier ist /“„_,(«) vom ersten Grade etwa =(x — x„) G. Man 
hat demnach 

/(x) = C 0 + CjX + C 2 X* + c„x» 

= C(x — xj (x — X 2 ) (x — X 8 ). . .(X — x„); 

die wirkliche Ausfuhrung der Multiplication giebt C ale Coefficienten 
yon x" , mithin G — c„ und 

c 0 4- c x x + c g x 2 + e 8 x* + ...+ c„x” 

= C„(x — X]) (x— X 2 )(x — Xj)...(x — X„). 

Jede ganze Function lafst sich demnach in lineareFac- 
toren zerlegen, die ebensowohl reell als complex sein 
k5nnen. 

Wenn f(x) = 0 wird far x = a+ijf, so verschwindet f(x) auch 
fur den conjugirten complexen Werth x — a — ifi, wie aus §. 3 leicht 
zu schliefsen ist. Zwei conjugirte lineare Factoren sind demnach 

X — a — !/S und X — a -j— if}; 

sie liefem zusammen das redle Product 

(x — a) 2 + /S 2 = x 2 — 2 ax + (a 2 + (S 2 ). 

Jede ganze Function kann daher in reelle Factoren zer- 
legt werden, die hSchstens vom zweiten Grade sind. 

§. 5. Dividirt man die vorhin erhaltene Gleichung 

c o + c i x + c i x * + C S X * + • • • c n* n 
= c„ (x — X t ) (x — x a ) (x — X s ) . . . (x — *„) 

durch Cn und setzt 



so ist auch 

} /=(x — x x ) (x — xjfx — x 3 ) (x— x n ). 

Aus dieser Gleichung lassen sich mehrere Beziehungen zwischen den 
Coefficienten a t , a g , a 3 etc. und den Wurzeln x x , x 3 , x 3 etc. her- 
leiten. 

Denkt man sich die rechte Seite der Gleichung 1) durch Multi- 
plication entwickelt und alle Partialproducte nach absteigenden Po- 
tenzen von x geordnet, so erhalt man durch Yergleichung der Coef- 
ficienten von a?" -1 , x*~* etc. folgende Belationen: 
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«i= — (ar 1 +arj+jr s 4->*-' + x n)> 

a t == 4“ (*i*i “1" x i x s + 4“ 

4* *| I s 4“ • • * ' 4" X t X n 


4“ x rt — l x n)> 

«3 == — (*i*j*s + X 1 X s X i + ... + x ! x a x n 

4“ 

4 “ x u— 3 X n—i x «)> 

a n “™ ( l) nx i x s x s ’ * ‘ • *»• 

Um dieselben aUgemein und kurz darstellen zu konnen , bezeicbnen 
wir mit Ok die Summe, welcbe entstebt, wenn die n Elemente x lt 
£c g , . . . a?„ ohne Wiederholungen zu Gruppen you je k Elementen 
combinirt, diese Combinationen als Producte betrachtet und addirt 
werden; es ist dann 

2) «& = (— 1)*&, 

Tnif.biTi a t die negative Summe der Wurzeln, a t die posi- 
tive Summe ihrer Amben, a B die negative Summe ihrer 
Ternen u. s. w. 

Eine zweite Anwendung der Gleicbung 1) berubt auf folgendem 
Grenzenfibergange. Zur Abkflrzung sei 
3 ) A x ) = x * 4 - "i ** -1 4 - a *** -2 4 - • • • 4 - 4 - «»» 

also nacb No. 1) 

A x ) = (* — * x ) (* — x i) (* — *«); 

in dieser Gleichung setzen wir x 4- 3- an die Stelle von fr, dividiren 
die neue Gleichung durcb die vorige imd nebmen beiderseits die natur- 
lichen Logarithmen; wir baben dann zunacbst 

« 'i^i 

”■ ' 0 + + '(' + + •• • • +' 4 1 + 

Die linke Seite dieser Gleicbung ist einerlei mit 


/ jl 4- 


f(x + &)—f(xl 


/(*) 


: /(l 4-A), 


wobei zur Abkurzung 

/(* + $)— /(*) 

A x ) 

gesetzt worden ist; dividiren w nocb beide Seiten der Gleichung 4) 
durch &, so wd die linke Seite 

+ + S l(l + S) /(* + *)—/(*) 

9 6 & i ' /(*).«■ 
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d. i. vermfige der Werthe von f(x -f- &) und f(x) in No. 3) 

1 /(l + d) j(x + ^) n — x" , (x + ^) B ~ 1 — x“-> 

f{x)' 6 j 9 +fll 9 f - 

Nocb etwas besser gestaltet sich dieser Ausdruck, wenn 

- = &' oder ■& — &' x 

x 


— 1 


gesetzt wird; man erhalt namlich 

5 , m + m (d + - 1 x »_ l , a + - x _ . 

} 7 (*> j * H v ° iar + 

Anf der rechten Seite von No. 4) stehen Summanden von der Form 
dividirt man jeden derselben durch &■ und setzt 

X Xk 

so wird jener Summand zum folgenden 

/( 1 + ft) /(1 + ft) S k /( 1 + ft) 


d 6 k 

und man bat die Summe 

£0 + it) 1 

ft x — x t 


9 


X — Xk 


6 ) 


1(1 + J,) 1 


a. 


+•■ 


Die in No. 5) und 6) verzeichneten Ausdriicke sind gleich und blei- 
ben es, wenn man zur Grenze fiir verschwindeude 9 fibergeht. Wie 
man aus den Werthen von 3, ft, ft etc. siebt, convergiren diese 
Grofsen gegen die Null und zugleicb ist 

/(1 ±i> = Lim j /[(l + d)5]J = / e = i, 


Lim 


Lim 


(1 + <9-') m — 1 
&' 


mitbin bleibt, wenn gleicbzeitig in No. 5) fiir f(x) sein Wertb sub- 
stituirt wird, 

nx n ~‘ + (n — 1) a x * n ~ a + (a — 2) a 8 j* - * + . . . + la,,, 


7) 


x n + a 1 x n l -(-a s a:“ * + ...+ a„_ l *-|-a, 1 
1.1.1. .1 


+ ••• + 


x n 


Fiir x = j geht die Gleichung fiber in 

^ + (* — l) g i& ~K” — 2) 4~ • •• • + lfltt-ii* -1 

l + «ii + a zl* + •••• + fl *_ J" - 1 + a nl" 

_ 1 , 1 - 1 . | 1 

• + l-*»l’ 


1 — — 



350 Die hoheren Gleiohungen. 

und wenn man hier die willkilrliche Grofse | so klein wfthlt, dafs 
der Modulus von jedem der Producte x^, x 2 g, . . . x„g weniger als 
die Einheit betragt, so kann man die Briiche rechter Hand miltelst 
der Formel 

-^ = l + * + - s + = s 

1 of 

mod a < 1 , 

in unendliche Reihen vei'wandeln. Die rechte Seite der vorigen Glei- 
chung wird 

« 4- (*i + *i* •••• + *•) £ 

4-(*; + *J4- + *»«* 

+ (*•+*• + + 

4* 

wobei zur Abkilrzung 

4- + h 4 = St 

sein moge; man bat nun 

n 4~ (» — 1) g i^ (” — 2 ) 4~ • • • • 4~ l g «— i £ n ~* 

1 4" a l! 4“ +•■•• + a n— i i"~ 1 4“ 

= n -j- 5ji-j- S 2 1® -|- S 3 1 8 -f- 

Multiplicirt man mit dem links stehenden Nenner die rechter Hand 
befindliche Redhe und ordnet das Product nach Potenzen von £, so 
mtissen die Coefficienten gleicher Potenzen von g auf beiden Seiten 
dieselben sein; aus der Vergleichung der Coefficienten von g, f *, g s , 
, ergeben sich hiemach folgende Relationen: 

0 = 1 ^+^, 

0 = a 1 S 1 + S a 

8) . 0 = 8a s -\-a t S a 4-S s , 

0 = JiOn 4* o n _ 1 S l + o n _ a S j — f- ... — a 1 S tl _ J -|- S n ; 
die Vergleichung der Coefficienten von £ n+l , g*+* liefert noch 

(0 = + O u _^S i + • • • . 4* + ^«+i> 

9 ) /o = a u+1 S t 4- a n S 3 + 4- a + S^, 


Mittelst dieser von Newton gefundenen Relationen lassen sich 
aus den blofsen Coefficienten der Gleichung 

x»4-a 1 x B ~ 1 4- • • • + 4“ <*« = 0 

die Summen der ganzen Potenzen ihrer Wurzeln berechnen, ohne dafg 
man die Gleichung aufzulSsen braucht; die Gleichungen 8) geben 
namlich der Reihe nach 
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10 ) 


$1 — a j , 

5 g = + — 2ff s , 

S 3 = — a\ + Za i a % — Sa 3 , 

S i = + a* — 4ff*« a + 2a® + 4 a 1 a s — 4 a t 
S 5 = — a\ 5 a\a t — — 5aja s 5a a a s 

+ ® a i fl 4 + 5a 8 , 

U. S. W. 


§. 6. Die Newton’schen Relationen gestatten eine noch viel weiter 
gehende Anwendung, behufs welcher erst einige Definitionen voraus- 
geschickt werden mtissen. 

Eine Function mehrer Yariabelen u, v, w etc. nennt man sym- 
metrisch, wenn sie ungeandert bleibt, sobald die Yariabelen irgend- 
wie gegen einander vertauscht werden. So sind z. B. 


5 (a + v M 0 — 6 uvw, 
uv [u -f- v) -f- vw [v — (— w) — j— wu (w -j- 

ganze und rationale symmetrische Functionen der drei Ver&nderlichen 
u, v, w; zu den gebrochenen symmetrischen Functionen gehbrt 

_j_ /, 2 _|_ w i 
uv -(- vw -(- wu’ 


als Beispiel fiir irrationale symmetfiscbe Functionen mag die Flache 
eines aus den drei Seiten u, v, w construirten Dreiecks gelten, namlich 

■J ■y/2(« s, » i + v i w i -f- w^u *) — (« 4 -)- v* -f- w 4 ). 

Wie leicht zu sehen ist, gehSrt zu einer gebrochenen symmetrischen 
Function, dafs Zahler und Kenner fiir sich symmetrisch sind, ebenso 
miissen bei irrationalen symmetrischen Functionen die unter den Wur- 
zelzeichen vorkommenden Ausdriicke symmetrisch sein; wir haben da- 
her nur ganze rationale symmetrische Functionen zu betrachten, die 
in Functionen verschiedener Grade eingetheilt werden miissen. 

Die einfachste symmetrische Function der n Variabelen ® x , x s , 
. . . x n ist deren Summe ; die nachst allgemeinere ist 


. ..+x“ 

worin a jede beliebige Grofse sein kann. Wir bezeichnen dieselben 
mit 2(x a ) und haben 
11) 2{* tt = S a . 

Unter einer sogenannten zweifbrmigen symmetrischen Func- 
tion von x t x n yersteht man eine solche, die aus Produc- 

ten von der Form x a y$ zusammengesetzt ist; sie lautet yoflstandig 
entwickelt 
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4 - ^3 4 - 4 *“ 4 - • • • • 4 - 4 - x l x n 


x“xf + + x“xf + xfx“ + 


, or <5 , jS a 

4-*»-X4-<_ l a v 

und md mit 2(x a y@) bezeichnet. Man crbennt leicht, dafs sie dem 
Ausdrucke 

-(*r H +*r hs +---- + *r W > 

gleichkommt, dais also 

121 nSfi-aS'-s^ 

ist. Fiir den Fall ,J = a erleidet diese Fonnel eine Ausnahmc, viel- 
mehr wird dann 

13) ^(xV)=K^-^ a ). 

Die dreiformige symmetrische Function 2{x r y^e r ) besteht aus 
Summanden von der Form x a y$z ! und kann leicht durch Multipli- 
cation der drei Functionen 2 (X s ), 2 (y $) , 2(z r ) entwickelt werden. 
Das Product enthalt namlich erstens Summanden von der Form 
x M 404y } femer Summanden von den Formen x“+ (S i/ y , x a +r y P, 
VyK, endlich Summanden von der Form x a yPeY • es ist also 
SaSfiSy = -£(;e 0 4-H->') 

+ ^(x“+V) 4- z(* a+ Vyp) 4- 2(J+yy^ 

4 -2(x“y(>zV), 

und wenn man far die drei zweiformigen Functionen ihre Werthe 
setzt, so erhalt man 

14) 2[x*y? S y) = S a SpS y - S a+ pS y - S a+y S § - S p+y S a 

4 - 

In dem speciellen Falle /? = a wird 

15) 2(x a y a sV = [•S^S y 4* 2*^2047) ’ 

endlich far y = /S = a 

16) — t(S° - SS 2a S a + 2S 8a ). 

Den weiteren Fortgang dieser Betrachtungsweise abersieht man 
leicht; urn 2(x a yl i z y tt e ) zu erhalten, vriirde man 2(x°), 2(yP), 2(g ?), 
2(u s ) mit einander multipliciren und alle dreiformigen Functionen 
nach Forrnel 14) oder 15) oder 16) ausdracken u, s. w. Jedenfalls 
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kann man die zusammengesetzten symmetrischen Functionen auf S M 
Sp, S y etc. zurilckfuhren, und da man die Werthe der letzteren un- 
mittelbar aus den Coefficienten a x , a a , a 8 etc. herleiten kann, wo- 
fern a, ft, y etc. ganze positive Zahlen sind, so hat man den Satz: 
jede symmetrische Function der Wurzeln x x , x % , . . . x n 
lafst sich unmittelbar durch die Coefficienten der Glei- 
chung ausdrucken. 

Beispielsweis ISsen wir die Aufgabe, den Inhalt A eines Drei- 
ecks zu berechnen, dessen Seiten die Wurzeln der cubischen Glei- 
chung 

17) x a -f* -f - u t x -J— cl g = 0 

sind, wobei die MSglichkeit dieses Dreiecks vorausgesetzt wird. Hier 
ist fiir drei Wurzeln x lt x t , x 3 die gesuchte symmetrische Function 
A = i ya-SOrV) — 
femer nach No. 13) und 11) 

22(x*y») = SI - , -£(**) = 5, , 

mithin 

A=iVsr-=2s;, 

und schliefslich, wenn die Werthe von S 2 und # 4 aus No. 10) sub- 
stituirt werden , wobei a t = 0 zu nehmen ist, 

18) A = i V — a-\ 4aja a — ^a x a 8 . 

Als zweites Beispiel diene die Berechnung des Productes 

19) P=(x 1 — ■**)* ( r i ~ *»)* ( x s — *i)*» 

worin x x , x a , x t wie vorhin die Wurzeln der cubischen Gleichung 
** + “i* 2 + a a x + a s = 0 

bedeuten mogen. Die AusfQhrung der angedeuteten Multiplication 
giebt 

P=2(x s y l ) — 22(x*y a ) + 2x t x a x 8 .2(*y*) 

— — 2x x x a x s 2(x®), 

mithin ist nach den fruheren Formeln und wegen x 1 x a x t = — a„ 
P==S l S i —SI— a, (2S x S a —45,) — 6 x\ 
und durch Substitution der Werthe von 8 X , 8 tt 8 t , S A 

20) P— — 4 ajff, lSa^a, — 4 aj — 27a|. 

§. 7. Auf den vorigen TJntersuchungen beruht auch die LBsung 
des Problemes, diejenige Gleichung zu entwickeln, deren Wurzeln die 
Quadrate aller Differenzen zwischen den Wurzeln einer gegebenen 
Grleichung sind. Bezeichnen n&mlich x t , x t , . . . Xn die Wurzeln der 
Gleichung 

21) x n a t x n ~' + « a x*~* + -f- a„ = 0, 

SchliS milch, algebr. Analysis. 6. Anil. 23 
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so denke man sick erst die Quadrate aller Wurzeldifierenzen gebildet: 

(*1 **)*> (*1 ” -ar s) 2 > ( X 1 ••••(*! *»)*J 

(x 2 ^3)*} (®J • • • • (*! ®b)*» 

(x 8 — •V*) 2 * • • • • (* S *»)*> 


( x n—i *«)*» 

und nenne diese Groisen, deren Anzahl = \n(n — 1) ist, der Reihe 

nach y u y s , y s , y„ wobei q zur Abkurzung fflr \n(n — 1) dient 

Wird femer die negative Summe von y t , y a , . . . y q mit b 1 bezeich- 
net, die positive Summe der aus y L , y a , . . . y 9 gebildeten Amben mit 
b s u. s. w., so sind y t , y a , .... y q die q Wurzeln der Gleicbung 
22) yi + b^i- 1 + b a yi- s + ... + i,_i y + bq — 0, 
und es kommt nun darauf an, die Coefficienten b ± , b a , . . . b 9 un- 
mittelbar aus den in No. 21) gegebenen Coefficienten a a , a t , . . . o» 
berzuleiten. 

Wenden wir die Newton’schen Relationen auf die Gleicbung 22) 
an, indem wir 

y\ + y \ + • • • + y \ — = ft 

setzen, so haben wir 

0 = \b 1 + T lt 
0=2b g -i r b i T 1 -\-T a , 

0 =3i # +b 3 7’ 1 +b 1 7 , 2 -f-7’ 3 , 


mithin 

23) 


V 

es lassen sich also die Coefficienten b x , b s etc. finden, wenn man die 
Summen T n T „ etc. kennt; es bandelt sicb daher nur nocb darum, 
T a , T a , etc. durcb a,, « s , etc. oder durcb 8 t , S a , etc. auszudrb- 
cken. Wir betrachten zu diesem Zwecke die Function 

g> (x) = (x — xj a +• (x — x s ) tt + (X — x„)» 

setzen darin x = x a , x a , .... x„, und addrren alle entstehenden 
Gleichungen; diefs giebt 

v(* 1 ) 4 * 9 >(* s ) 4 - 9 >(* s ) 4 “ • 4 - 

= (*i — *,)“ + (*i — *g) 2i 4 " • • • • 4 " (*i ~ *n) tt 
4 " (*. — *x)“ + (*, - *»)" + .... + (X, - X B )** 

+ (*» - *i) ik + (*« - * s ) 2i -t-....-f-(x„ — X._,)S*. 


(h T v 

b, UKT l + T a ), 

V.- Ub^+b^ + T,), 
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Zufolge der Bedeutung von y t , y a , — y q ist die rechte Seite dieser 
Gleichung das Doppelte von y\ + y\ + . • . + y* — T k , mithin urn- 
gekehrt 

27* = 9> (* x ) 4- q> (ar a ) + + <p ( *„ ). 

Die ursprilngliche Function cp(x) lafst sich auch dadurch in eine an- 
dere Form bringen, dais man die Potenzen ( x — x 1 ) ak , (x — 
etc. mittelst des binomiscben Satzes entwickelt und Alles nach Po- 
tenzen von x ordnet; man erhalt ohne Miihe 

cp (x) = nx ik — {2k) x S j -(- (2A) S S a x si ~ a — .... 
und hieraus 

9>(*i) -h 9>(* s ) + + ?>(*b) 

= n Sn — (2A) X S 1 S 2 *_i (2A) a S a S a j^ a — .... 

Die linke Seite ist, dem Vorhergebenden zufolge, = 2 T k ; rechter 
Hand sind die vom Anfang und Ende der Eeihe gleichweit entfemten 
Glieder gleich und konnen zusammengezogen werden, wahrend da- 
gegen der mittelst e Summand {2Jc)i r SkSu nur einmal vorkommt. Divi- 
dirt man beiderseits mit 2 und schreibt der Symmetric wegen S 0 fur 
n, so bat man zur Berechnung von T k folgende Formel 

24) T k — (2A) 0 Sq — {2k) ^S^k—i -j- (3A) a S a Sn^. 2 ~~ • ■ • • 

• • • + ( — l)* -1 (2A)* — x St—i S k+1 -f- ( — 1)* ^(2A)* £*.$*, 
mitbin fflr i=l, 2, 3 etc. 

25) ^7’ s =5 0 5 1 -45 1 5 8 + 35J, 

= S 0 S e — 6 S a S a + 15S a S a — 10SJ, 
u. s. w. 

Nach den Formebi 10) kennt man die Werthe von S lt S a , S a , etc.; 
die vorstebenden Gleichungen liefem T u T a , T s , etc., endlich findet 
man b t , b a , b a , etc. aus No. 23). 

Als Beispiel diene die cubische Gleichung 
x 3 -f- a a x* -f- a s x-j-a 8 = 0; 
wegen a a — a s = a 6 . . . = 0 ist dann 

s i= — 

5, == + ^ — 20,, 

5 # = — aj + 3 a t a s — 3a s , 

=4-aJ_4aJa 1 + 4«i«s + 2a J> 

S a = — aj + 5aja s — ba\a a — 6 a x aj + 5a,a, , 

Sg = + a \ ~ + 9a \ a l 

— 12 a 1 a a a B — 2a* + SaJ; 


ferner erhalt man aus No. 25) 


28 * 
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T 1 = 3 S t — 5J = 2a* — 6 a g , 
r 8 = 85 4 — 45 x 5,+35* 

= 2aJ — 12a*a g + 18a®, 

T a = 35 g — 65, 5 6 + 155 s 5 4 — 105* 

= 2aJ — 18aja s — 12aja g + 57 aja* 

+ 54a,a s a 8 — 66a® — 81a|, 

und aus No. 23) 

5, =2aJ + 6 a s , 

5,=aJ — 6aja s +9a|, 

5j = 4aja g — a*a* — lSa^a,, + 4a® + 27aJ; 
die Substitution dieser Werthe liefert die gesuchte Gleichung 
y s + + 5 2 y + 5 S = o. 

Der letzte Coefficient 6 g ist = — ViUtVi und daher das Entgegen- 
gesetzte von dem in §. 6 betracbteten Producte P. 

Die flir y gefundene Gleicbung No. 22) nennt man die Glei- 
chung der quadrirten Wurzeldifferenzen; sie kann bei der 
Untersucbung fiber die Existenz imagin&rer Wurzeln benutzt werden. 
Der letzte Coefficient ist 

*? = (— ^yiViVs y 9 

= ( 1)4* ( * (*■, X a ) a (x, — X g ) s .... (x, *n)® 

(x a — x a y....(x s —x„) a 


(*(1—1 *n) S 

und heifst die Determinants der ursprflnglichen Gleichung x n + 
a,®* -1 + . . . = 0. Hiemach wird z. B. die Determinante der qua- 
dratischen Gleichung 


durch 


x* + a,x + a 2 = 0 


^ i (*i **)* ( a * 4a 2 ) 

dargestellt; fur die quadratische Gleichung 

ax* + 2 bx + c = 0 


ist 


jd a = a (ac 5 s ). 

Als Determinante der cubischen Gleichung 
a* 8 + 85x s + 8cx + d= 0 
ergiebt sich aus dem Obigen 
27 

^ = (4ac s + a a d a — 35*c s + 4 b*d— 6 bed). 
Die Determinante der biquadratischen Gleichung 
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ax* + 4 bx B + 6 cx 2 -{- 4 dx -(- e = 0 
bildet einen sebr complicirten Ausdruck, welcher sick indessen kurz 
darsteUen lafst, wenn 

A = ae — 4 bd -f- Sc 2 , 

B = ace -f- 2 bed — ad 2 — b 2 e — c s 
gesetzt wird; es ergiebt sich namlicb 

-»***)• 


II. Die Discussion der hoheren Gleichungen. 

§. 8. Die bekannten elementaren Methoden, welche zur Auf- 
16sung der cubischen und biquadratischen Gleichungen dienen, reicben 
niebt mehr aus, wenn es sicb um die Auflosung der aUgemeinen, in 
Buchstaben ausgedrtickten Gleicbung 

x» -f Ax*~' + Bx*-* -| -f Mx + N= 0 

handelt, worin n mehr als 4 betragt; auch ist bereits auf mehrfacbe 
Weise direct bewiesen worden, dafs solche bbbere Gleichungen nicht 
algebraisch sondern nur durcb Hiilfsmittel der Integralrecbnung auf- 
gelbst werden konnen. Sind dagegen die Coefficienten der Gleichung 
in Zahlen gegeben, so lassen sicb auch die Wurzeln der Gleichung 
mit jedem beliebigen Genauigkeitsgrade bereebnen (s. Abschnitt in.). 
Bevor man bierzu schreitet, mufs aber untersucht werden, wieyiel 
reelle Oder imaginare Wurzeln die Gleicbung besitzt, ob darunter 
gleicbe Wurzeln vorkommen oder nicht, wieviele der etwaigen reellen 
Wurzeln positiy sind, wieviele negativ, zwischen welchen.Grenzen die- 
selben liegen u. s. w. Zur Entscheidung dieser Vorfragen dienen 
mehrere Satze, deren Herleitung uns obliegt. 

Wir gehen yon der Yoraussetzung aus, dais die gegebene Glei- 
chung 

sa! x n —| — Ax* ' -j” Bx* 2 — j— ... — Mx - j — TV — ■ 0 
mehrere positive Wurzeln a, ft, y, . . . besitze; nach Forme! I) in 
§. 5 kdnnen wir dann f(x) unter folgender Form darsteUen: 

/(*) = 9>(*) • (*— «) (x — /3) (x — y) , 

wobei <p(z) eine Function von niedrigerem Grade ist, etwa 

<p(x) = x k -)- ax* -1 -f- Sx* -2 

Die Coefficienten a, l, e, etc. kSnnen tbeils positiy, tbeils negatiy 
sein, ihre Vorzeichen werden daher irgend eine unregelm&fsige Reibe 
bilden, z. E. 


+ + - + H , 
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und wir richten dabei die Aufmerksamkeit auf die Anzahl der Zei- 

chenfolgen (+ -j- oder ) and der Zeiehenwechsel (4 Oder 

H)> wonach in dem erwahnten Beispiele drei Folgen und ffinf 

Wechsel zu notiren sind. Mnltipliciren wir cp(x) mit x — a, so ent- 
halt das Product wieder gewisse Folgen und Wechsel, deren Anzahl 
sich etwas n&her bestimmen lafst, wenn wir das obige Beispiel wie- 
der vornehmen. Die einzelnen Partialproducte, welche durch Multi- 
plication mit x und durch Multiplication mit — a entstehen , haben 
namlich folgende Vorzeichen 

4H 1 h- 

1 f- H — 1 K 

mithin sind die Vorzeichen von g>(x) . (x — a ) 

-hi 1 + + H K 

wobei die Zeichen + solange unentschieden bleiben, als die Zahl- 
werthe von a, i, c, etc. nicht naher bekannt sind. Es leuchtet nun 
ohne Weiteres ein, dais in dem Producte <p(x) . (x — a ) ebensoviel 
unentschiedene Zeichen vorkommen als Zeichenfolgen in <p(x); waren 
alle unentschiedenen Zeichen positiv, so wiirde cp(x) .{x — a ) sicher 
einen Zeiehenwechsel me hr als cp(x) haben, weil das letzte Zeichen 
des Productes jedesmal dem letzten Zeichen von cp(x) entgegenge- 
setzt ist; ebenso verhait sich die Sache, wenn alle unentschiedenen 
Zeichen negativ ausfallen. Sind endlich die unentschiedenen Zeichen 
theils positiv theils negativ, so nimmt die Anzahl der Zeichen- 
wechsel urn mehr als eine Einheit zu. Auf alle Falle hat das Product 
tp (x ) . (x — a) wenigstens einen Zeiehenwechsel mehr als q>(x). 
Multiplicirt man weiter mit x — ft, so besitzt cp(x).(x — a) (x — /?) 
mindestens einen Zeiehenwechsel mehr als das vorige Product, mit- 
hin wenigstens zwei Zeiehenwechsel mehr als cp(x)\ wie diese Schlufs- 
weise fortzusetzen ist, erhellt leicht. Gesetzt nun, <p(x) enthalte gar 
keinen Zeiehenwechsel, so wfirde q>(x) . (x — a) mindestens einen 
Zeiehenwechsel haben, feraer wfirden in q>(x) . ( x — a) (x — £) min- 
destens zwei Wechsel vorhanden sein u. s. w. Geht man so fort, bis 
die letzte positive Wurzel in Bechnung gebracht ist, so hat man den 
Satz, dais fix) wenigstens ebensoviel Zeiehenwechsel besitzt, als po- 
sitive Wurzeln vorhanden sind, Oder umgekehrt, dafs die Gleichung 
fix) = 0 hbchstens soviel positive Wurzeln als Zeiehenwechsel ha- 
ben kann. 

Lafst man — a: an die Stelle von x treten, so sind die Wurzeln 
der Gleichung 

/(— x) =*&—Ax*- x + Bx*- 2 — 0 
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gleich und entgegengesetzt den Wurzeln der vorigen Gleichung 
f(x)=* 0; demnach hat die Gleichung f{x) =0 soviel negative Wur- 
zeln, als f{ — x) = 0 positive Wurzeln besitzt, mithin hSchstens so- 
viele, als in f { — x) Zeichenwechsel vorkommen. Jedem Zeichen- 
wechsel in f{ — x ) entspricht aber eine Zeichenfolge in f(x), also 
hat f(x) — 0 hSchstens soviel negative Wurzeln als f(x) Zeichenfol- 
gen. Alles zusammen giebt folgenden, von Descartes herrOhrenden 
Satz: Eine Gleichung besitzt hSchstens soviel positive 
Wurzeln als Zeichenwechsel und hSchstens soviel nega- 
tive als Zeichenfolgen. 

Die vorigen Schlusse beruhen auf der Yoraussetzung, dafs keiner 
der Coefficienten A, B, ... M, N verschwindet, also die Gleichung 
Iflckenlos ist; sie lassen sick aber leicht auf diesen Fall ausdehnen, 
indem man den fehlenden Gliedem die Coefficienten +0 zuschreibt. 
Mit dieser Modification bleibt der Satz allgemein richtig. 

Die Cartesianische Zeichenregel entscheidet nicht uber die Exi- 
stenz von reellen oder complexen Wurzeln und kann daher auch nur 
in dem Falle angewendet werden, wo man sich auf anderem Wege 
von dem Yorhandensein reeller Wurzeln Gberzeugt hat. Ist man 
sicher, dafs alle Wurzeln der Gleichung reell sind, so kann man auch 
die Anzahl der positiven sowie der negativen Wurzeln angeben. Es 
sei n&mlich n der Grad der Gleichung, v die Anzahl der Zeichen- 
folgen, w die Anzahl der Wechsel, es ist dann einerseits v-{-w — n. 
Wenn andererseits j? positive und q negative Wurzeln existiren, so 
ist wegen der Realit&t aller Wurzeln p + q — n, mithin 

p -j— q = v -j— w. 

Die obige Zeichenregel giebt femer 

p<w, q^v, 

und wenn diese Relationen keinen Widerspruch gegen die vorige Glei- 
chung enthalten sollen, so mufs 

p — w und q = v 

sein, d. h. Eine Gleichung mit durchaus reellen Wurzeln 
hat soviel positive Wurzeln als Zeichenwechsel und so- 
viel negative als Zeichenfolgen. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

*■» — 39* + 70 = 0 

oder 

x* ± 0 . ** — 39x 4- 70 = 0. 

Sowohl wenn der Coefficient von x i mit dem positiven, als wenn er 
mit dem negativen Zeichen genommen wird, besitzt die Gleichung 
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zvrei Wechs el und eine Folge, mithin zwei positive Wurzeln und eine 

negative, wenn alle Wurzeln reell siad. 

§. 9. Wir wollen die vorige Untersuchung nock etwas weiter 
fahren und namentlick auf den Fall ausdehnen, wo mehrere der Coef- 
fidenten A, B, C, ... M, N gleick Null sind. Cfbrigens findet der 
letztere Fall statt, denn die Gleichung besitzt die Wurzeln — f— 2, — j— 5 
und — 7. 

a. Die gegebene Gleickung sei vom wten Grade und zwiseken 
zwei Gliedem derselben mag eine gerade Anzakl aufeinander fol- 
gender Glieder feklen; es ist daun zu untersekeiden, ob die einschlie- 
fsenden Glieder, zwiseken denen die Lucke vorkommt, gleicke oder 
entgegengesetzte Yorzeicken besitzen. 

Im ersten Falle k5nnen wir den fehlenden Gliedem, derm An- 
zahl 27c heifsen m8ge, dasselbe Yorzeicken geben, was die einschlie- 
fsenden Glieder besitzen; wir kaben dann 27t + 2 Glieder mit glei- 
chen Zeichen und darin 27c -j- 1 Zeickenfolgen. Sind nun in den tibri- 
gen Gliedem nock v Zeickenfolgen , so ist die Anzakl der positiven 
Wurzeln <^n — (v -f- 2Tt + 1). Geben wir dem ersten, dxitten, fOnf- 
ten etc. der feklenden Glieder das entgegengesetzte Vorzeicken, so 
erkalten das erste und letzte der feklenden Glieder entgegengesetzte 
Zeicken (weil eine gerade Anzakl feklt) und das letzte feklende Glied 
giebt mit dem nachfolgenden einschliefsenden Gliede eine Zeichen- 
folge, welche die einzige unter den betrackteten 27c + 2 Gliedem ist 
Demnach mufs die Anzakl der negativen Wurzeln sein; die 

Anzakl der positiven und negativen Wurzeln zusammen, d. h. die An- 
zakl der reellen Wurzeln, ist daker n — (v -f- -j— 1) — (— -u -J— 1 

d. i. n — 27c, und daraus folgt, dais wenigstens 27c complexe Wur- 
zeln existiren mtlssen. 

Wenn zweitens die Grenzglieder entgegengesetzte Vorzeicken ka- 
ben, so denken wir uns die fehlenden Glieder erst mit dem positiven 
Zeichen versehen; in den betrachteten 27c -f- 2 Gliedem entstehen 
hierdurch 27c Zeickenfolgen, mithin ist die Anzakl der positiven Wur- 
zeln < » — (« 27c). Geben wir dagegen den fehlenden Gliedem 

alternirende Yorzeichen, so kommt in den feklenden Gliedem keine 
Folge vor, und daker ist die Anzahl der negativen Wurzeln ^ v. 
Die Anzahl der reellen Wurzeln muls daher ^ » _ (» _|_ 27c) -f- v 
d. h. < » — 27c sein, woraus man wieder auf 27c complexe Wurzeln 
schliefst. Das Biskerige zusammengenommen fQkrt zu dem Satze: 
Eine Gleickung, worin 27c auf einander folgende Glieder 
feklen, besitzt wenigstens ebensoviel complexe Wurzeln. 
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i. Im Fall die Anzahl der fehlenden Glieder unger ade = 2 k 
1 ist, unterscheiden wir wie yorhin, ob die einschliefsanden Glie- 
der gleiche Oder entgegengesetzte Yorzeichen haben. 

Besitzen die Grenzglieder dasselbe Vorzeichen, so denken wir 
uns zuerst alle fehlenden Glieder mit dem namlichen Vorzeichen ge- 
nommen; wir haben dann in 2k -f- 3 Gliedem 2k -f- 2 Eolgen, mit- 
hin sind hbchstens n — (v + 27c -f- 2) positive Wurzeln vorhanden. 
Geben wir dagegen den fehlenden Gliedem altemirende Vorzeichen, 
so entsteht innerhalb der fehlenden Glieder kerne Folge, mithin ist 
die Anzahl der negativen Wurzeln nicht grSfser als v. Die Anzahl 
der reellen Wurzeln betragt demnach hOchstens n — (v + 2ft + 2) 
-f - v = n — (2k -J- 2) und die der complexen Wurzeln wenigstens 
2k- 1-2. 

Im Fall die Grenzglieder entgegengesetzte Zeichen haben, neh- 
men wir erstens alle fehlenden Glieder mit gleichen Zeichen; in 
2fc + 3 Gliedem entstehen dann 2k + 1 Folgen, woraus sich er- 
giebt, dafs hochstens n — (v + 2k -f- 1) positive Wurzeln vorhanden 
sind. Geben wir dagegen den fehlenden Gliedern altemirende Vor- 
zeichen, so erhalten wir jedenfalls eine Zeichenfolge, mithin hoch- 
stens v -f- 1 negative Wurzeln. Demnach wird die Zahl der reellen 
Wurzeln hochstens —n — (v- s r 2k- s r Y)-\-v-\-l — n — 2k, wor- 
aus mindestens 2k complexe Wurzeln folgen. Alles zusammen giebt 
den Satz: Eine Gleichung, worin 2& + 1 aufeinander fol- 
gende Glieder fehlen, hat wenigstens 2k + 2 oder 2k com- 
plexe Wurzeln, jenachdem die einschliefsenden Glieder 
mit gleichen oder mit entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehen sind. 

Man kann diese Untersuchungen leicht auf den Fall ausdehnen, 
wo in der gegebenen Gleichung mehr als eine Lttcke vorkommt; wir 
uberlassen dies dem Leser. 

§. 10. Denkt man sich in einem Ausdrucke von der Form 

F(t) = (x — « x ) (x — « 2 ) . . • (* — «*) 
x als stetig vertoderliche Grofse und giebt ihr continuirlich alle 
Werthe von — oc bis + oo, so andert F (x) mehrmals sein Vorzei- 
chen und geht an den Stellen x = a 1 , a t , . . . a* durch Null hin- 

durch; daraus folgt, dafs der reciproke Werth jjr^ a® denselben 

Stellen eine Unterbrechung der Continuitat erleidet und entweder von 
+ oo nach — oo oder von — oo nach + oo hberspringt Dasselbe 

gilt von der allgemeineren Function vorausgesetzt, dafs deren 
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Zahler und Kenner nicht gleichzeitig fiir x = a x , a t etc. versch win- 
den. Die hieran sich kntlpfenden Fragen wollen wir genauer unter- 
suchen, da sie offenbar in naher Beziehung zur Theorie der Glei- 
cbungen stehen; dabei mogen rp(x) und ip(x) immer zwei ganze ra- 
tionale und algebraische Fnnctionen von x bedeuten, die nicht gleich- 
zeitig verschwinden. 

Wenn x das IntervaJl x — abisx — b stetig durchlauft ; so 

mehrmals, etwa m-mal, 


kann es geschehen, dafs der Quotient 


ip(x) 


von — oo nach + oo tlberspringt und M-mal von + 00 nacb — oo; 

die Differenz m — n nennen wir dann den Excels von bezo- 

ip(x) 

gen auf das Intervall x — a bis x — b, und bezeichnen denselben mit 

P yW 
aV(*y 

Die Function — ~rr\i welche der vorigen gleich und entgegenge- 
rW 

setzt ist, hat den Excels n — m; daher gilt fCLr jedes Intervall die 
Gleichung 

( vi*) 

Es sei ferner 

a f(*V 

und der Excels der redproken Function 

J lv(x) 

e —£, — 

O 9>(«) 

so kann man auf folgendem Wege eine Gleichimg zwischen e und e 
finden. Unter der Yoraussetzung, dafs die reciproke Function m'-mal 
von — oo nach -f- oo und n -mal von + oo nach — oo tlberspringt, 
hat man gleichzeitig 

e = m — n, e = m — ri. 

Die redproke Function wechselt ihr Zeichen jedesmal, wenn ent- 

weder <p{x) oder rp{x) das entgegengesetzte Yorzeichen annimmt; sie 
geht demnach so oft aus dem Negativen durch Null hindurch ins 
Positive, als ihr Z&hler xp(z) denselben Weg macht, d. h. sovielmal, 

als die ursprflngliche Function ails — 00 uach -t- 00 iiberschl&gt, 

namlich m-mal; sie geht ferner so oft aus dem Negativen durch das 
Unendliche hindurch ins Positive, als ihr Nenner q>(x) vom Nega- 
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tiven durch Null hindurch ins Positive iibertritt, d. h. m'-mal. Nen- 
nen wir daher fi die Gesammtzahl der tfbergiinge vom Negativen 
zum Positiven, so ist (j. = m + «*'. Eine ahnliche Betrachtung gilt 
far die tJbergange vom Positiven zum Negativen; die GesammtZ&hl 
derselben ist v — n- 1 - n. Daraus folgt 

e -\-e = (rn — n) -(- {m — n) = (m -f- m) — (n -}-«') = fi — v, 

und es kommt nun darauf an, die Differenz fi — v zu ermitteln. 


Hierzu dient die Betrachtung der Werthe, welche der Bruch 


cp(x) 


an den Grenzen des Intervalles x = a bis x = l> a erhalt. Sind 

von gleichen Vorzeichen, so gehen die Zei- 


namlich -^ 7 ^ und 


<K«) “““ 9(6) 

cbenwechsel , die innerhalb jenes Intervalles erleidet, entweder 
nach dem Schema 




9(a) 

_| f- 

oder auf folgende Weise: 

9(a) 


Hb) 

-1 +, 


<P(b)’ 


9* (a) 

1 1 H > 

und in beiden Fallen sind ebensoviel tlbergange vom Negativen zum 
Positiven als vom Positiven zum Negativen vorhanden; es ist daher 
(i — v und 

e + e =0. 

Wenn zweitens das negative, das positive Zeichen hat, so 

gestaltet sich die Zeichenreihe folgendermaafsen 
9(a) 9(6) 

V(a) 9(6)’ 

— : H 1 1 K 

und es ist fi = v + 1, mithin 

e-\-e 

Endlich hat man bei positiven und negativen folgende 

Zeichenreihe: 

9(0) 9(6) 

V(a) 9(6)’ 

H 1 — H — H , 

woraus folgt n — v — 1 und 
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e + e=— 1 . 

Das Bisherige zusammen fiihrt zu dem Satze, dafs die Summe 

a <P(4 « </> 0 ) 

= 0 oder == + 1 oder = — 1 ist, jenachdem die Yorzeichen von 

- ~ ^ und eine Folge, oder einen Wechsel von Minus nach Plus 
y(fl) <pQ>) 

oder einen Wechsel von Plus nacli Minus bilden. Beachtet man noch 
die Vorzeichen der einzelnen Functionen f(a), ip (a), q p( 5), t p(b), so 
kannman folgendes Theorem aussprechen: Die Excesse der reci- 

VM und 

<p(x) Untt rp(xy 

auf das Intervall x = a bis x = l> ) geben zusammen Null, 
wenn <p(a) und d'(o), sowie cp(b) und ip(jb) gleichzeitig eine 
Folge oder gleichzeitig einen Wechsel bilden; dagegen 
ist jene Excefssumme = -(- 1 , wenn cp(a) und rp(a) einen 
Wechsel, qr ( 6 ) und ip(b) eine Folge zeigen; sie ist endlich 
= — 1, sobald bei qn(o) und xp{a) eine Folge, bei qp(&) und 
ipQ>) ein Wechsel stattfindet. 

Zufolge dieses Theoremes ist 


proken gebrochenen Functionen 


bezogen 


.*K*) 


■ E 


<p(x) 


Bedeutet nun eine 
qp(») 


<p(x) 1 p(x) 

wo e einen der Werthe 0, + 1 , — 1 hat. 

echt gebrochene Function, so ist 2^ unecht gebrochen und kann 
daher dureh Division in eine ganze Function Q und in einen echt 
gebrochenen Rest zerlegt werden, namlich 


?(*) ___ q 

t(*) 


%(*) . 
>(*)’ 


die Function Q geht niemals durch das Unendliche hindurch, daher 
hat 2^5) denselben Excels wie und es ist mit dem Vorigen 


zusammen 


oder 


F i >(*) . 

<p(x)' 


:—E 


tp(x) 


<K*) 


*?£>+, 


F ♦(*) _ F 

e W>~ 


%(*) 

m ip(x) 


4-s. 


Der Excels der echt gebrochenen Function ^ 7 ^ kann dem- 


ip(x) 

qp(a) 
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nach auf den Excels der gleichfalls echt gebrochenen 
Function 77 -T, deren Nenner von niedrigerem Grade is t, 
zuriickgefflhrt werden. 

§. 11. Die mehrmalige Anwendung dieses Fundamentalsatzes 
fiihrt zu einer ailgemeinen Formel fiir den Excefs einer beliebigen 

•f ( fj(\ 

echt gebrochenen Function. 1st n&mlich IJkS - 1 


/(*) 


die gegebene Function, 


so dividire man zuerst den Nenner durch den Zahler, bezeichne den 
ganzen Quotienten wie oben mit Q, und nenne f^x) den mit ent- 
gegengesetzten Seiten genommenen Eest; es ist dann 

/(*) M x ). 

/»(*) y /.W’ 

man wiederhole mm dieses Verfahren und bilde die ahnlichen Glei- 
chungen 

/.(*) 


/.(*) 
/.(*) 


/s( x ) 


= <V 


/.(*)' 

/*(*) 


/.(*)’ 


fn-JX) n 

/.->(*) _V " 


/«(») 


/«-,(*) 


AW 




so ist in der Reihe der Functionen /“(#), f ,_(»), /“,(«), . . . jede 
folgende von niedrigerem Grade als die vorhergehende, mithin mufs 
diese Reihe einmal aufhoren , da Functionen negativer Grade nicht 
vorkommen konnen ; ist nun f n (%) die letzte der betrachteten Func- 
tionen, so ist der letzte Quotient Q„_ x entweder eine ganze Func- 
tion oder eine blofse Constante. Zufolge des oben bewiesenen Fun- 
damentalsatzes gelten jetzt folgende Gleichungen: 

* m~ E m + 

p fs( x ) p/sW I c 

p/aM p/lW | r 

E m m + '• 


E 


E 


/»-,(*) 

E /»(*) , 

/«-*( x ) 

/_»<*) + * 

/»(*) _ 


/«->(*)" 

j /»(*) i 


+ *«-i ; 
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addirt man dieselben unter Berucksichtigung des Umstandes, dais 


E 


j-^i 




ist, so erMlt man 

und es handelt sich nun darum, die Summe der GrCfsen e 0 , e x , e s , 

e n _, zu bestimmen. Wir erinnern dabei, dafs irgend eine dieser 

Grofsen, z. B. e m , in der Gleicbung 


E 


fm+, (*) j? fn+i (. x ) 


H~ £ n 


fm(?) ./m+i (®) 

vorkommt und den Wertb 0 hat, wenn f m {a) und f n+l {a) zugleich 
mit f m (V) und f m+l (b) eine Folge oder einen Wechsel bilden, dafs 
dagegen e m — + 1 oder = — 1 ist, jenachdem das erste Paar einen 
Wechsel und das zweite eine Folge, oder das erste eine Folge und 
das zweite einen Wechsel giebt. 

Man bilde nun die beiden Reihen 


A) /(«), M a )> Ma) fja), 

B) f(b), MS), Mb), .... f n (b), 

und achte auf die Vorzeichen aller dieser Functionswerthe; die An- 
zahl der in A) vorkommenden Zeichenfolgen sei v a , die Anzahl der 
Wechsel sei w a , und ebenso bezeichne die Anzahl der Folgen, 
tot die der Wechsel in der Beihe B). Femer ist zu unterscheiden, 
wie oft Folgen oder Wechsel in beiden Reihen unter einander stehen; 
es kbnnen namlich zusammentreffen 
in A) Wechsel, Folge , Wechsel, Folge, 

in B) Folge , Wechsel, Wechsel, Folge, 


V q , r , s , 

und dabei mogen die Buchstaben p, q, r, s angeben, wie oft die 
entsprechenden Combinationen yorkommen. Zufolge der Regel fur e m 
haben p der Gr5fsen e den Werth + 1, q derselben den Werth — 1, 
und r + s von ihnen sind = 0; daraus folgt 

*o + £ i + *a + b =P — q- 

Ferner ist die Gesammtzahl der in A) vorkommenden Folgen = q 
4- s, mithin 

®o — q + s, 

und ebenso ist die Anzahl der Wechsel 


to a—p + r; 

fir die Beihe B) hat man analog 

ft=p + s, = 



367 


IL Die DisouBsion der hoheren Gleidnmgen. 
und diefs giebt, abgesehen vom Vorzeichen, 


v a — v l = w a — w l =p — q, 

mithin nach dem Vorigen 

b f f x \ 

E -jhr — Va — vi,=iv a — w b . 
a J\ x ) 

Zur Aufsuchung des Excesses einer echt gebrochenen Function dient 
nun folgende Regel: Aus den gegebenen Functionen f(x) und 
f t {x) leite man durch die beschriebenen successiven Di- 
yisionen die neuen Functionen f a (x), f t (x ), . . . f n (x) ab, 
bilde die beiden Reihen 


fi. a )i AW, /,(«), • • • • Jn(fl)t 

m, aw, /,(*> Mv, 

und zilhle die darin vorkommenden Zeicbenfolgen v a und 
Vb oder die Zeicbenwechsel w a und der Excels von 


f_M 

fix)' 


bezogen auf das Interval! x = a bis x = b, ist dann 


= V a — Vb = W a — Wb. 

Gebrochene Coefficienten yermeidet man bei diesem Verfahren 
dadurch, dais man fix), f,(x), f a (x), etc. mit passenden Zahlen 
multiplicirt, wodurch sich die Excesse nicbt andern. Beispielsweis 
mag der Excels von 

5** — 80x g + 6 

x 5 — 10x 8 + 6* + 1 

fiir das Interval! x = — 1 bis x — -j-2 bestimmt werden. Hier ist 
/(*) = * 8 — 10x 8 + 6* + 1, 

Mx) = 6x* — 30*»+6, 

/,(*) = 20* 8 — 24* — 5, 

/ 8 (*) = 96x s — 5* — 24, 

/ 4 (*) = 43651* + 10920, 

/ 6 (*) = + 13874559296; 

ffir * = — 1 sind die Werthe dieser Functionen : 


+ 4, —19, — 1, +77, —82781, + 1837 

und ftlr x = + 2: 

— 35, —84, + 107, +350, + 76382, +1887 

Die erste Reibe enthalt vier, die zweite einen Zeicbenwechsel; zwi- 
schen den angegebenen Grenzen ist also der gesuchte Excels = 
4—1 = 3. 

§. 12. Einer besonderen Untersuchung bedarf der spedelle Fall, 
wo mehrere Glieder der Reihen A) und B) verschwinden. Da a und 
b willkarlich sind, so kBnnen dieselben immer so gew&hlt werden, 
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ebenso ist die Anzahl der negativen Wurzeln 

9 4o A*) ’ 

mithin die Anzahl der reellen Wurzeln =p Q und die Anzahl 
der imaginaren = % — {p + <?)• 

Um diefs auf die Gleichung 

x 5 — 10* 8 + 6 j + 1 == 0 
anzuwenden , bat mao nocb Formel 2) 

/ 1 (x) = 5a 4 — 30 j: s + 6 
und wie im vorigen Paragrapben 

/^(x) = 20x 8 — 24x — 5, 

/ s (x) = 96x* — 5x — 24, 
f t (x) = 43651x + 10920, 

/ 6 (x) = 13874559296. 

Setzt man der Reihe nach 


x = — oo, — 4, — 3, — 2, — 1, 0, — |— 1, +2, +3, +4, -+- oo, 
so erbalten die obigen Functionen folgende Zeicben: 


X 

/(*) 

/ lOO 

/*(*) 

/.(*) 

/*(*) 

/.(*) 


— oo 



4- 


+ 

— 

+ 

5 Wecbsel 

— 4 

: — 

4- 


4” 

— 

4- 

5 - 

— 3 

+ 

4- 

— 

4- 

— 

4- 

4 

— 2 

+ 

— 

— 

+ 

— 

4- 

4 - 

—i 


— 

— 

4- 

— 

+ 

4 

0 

+ 

+. 

— 

— 

4- 

4- 

2 

+1 

— 


— 

+ 

+ 

4- 

1 

+ 2 

— 


+ 

4" 

4- 

4- 

1 

+ 3 

— 

+ 

4- 

4- 

4~ 

4- 

1 

+ 4 

+ 

i + 

4- 

4- 

+ 

4- 

0 

+ oo 

+ ! 

+ 

+ 

4- 

+ 

4- 

0 


Zwischen x — — 4 und x = — 3 liegt demnach eine Wurzel, weil 
im Ietzteren Falle ein Zeichenwechsel weniger vorbanden ist; zwi- 
scben x = — 1 und x — Q liegen zwei Wurzeln, zwiscben x = 0 
und x — -+- 1 ist eine , zwischen x = + 3 und x — -f- 4 wieder 
eine Wurzel entbalten. Die Gleichung besitzt demnacb drei negative 
und zwei positive Wurzeln, mitbin beine complexe Wurzel. 

§. 14. Wir baben im Yorigen immer angenommen, dafs sammt- 
licbe Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 von einander verschieden sind, 
es ist daber noch zu untersuchen, wie sicb die Sacbe in dem Falle 
gestaltet, wo unter den GrQfsen a J5 c s , ... ce a mebrere gleicbe vor- 
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kommen. Gesetzt nun, es waren nur k yon einander yerschiedene 
Wurzeln a 15 a,, ... a* yorhanden, so wtirde jede derselben mehr- 
mals zu zahlen sein, und dann hatte f(x) die Form 
f(x) = (* — orjP (x — ot s )J . . . (a — «*)• , 
worm die ganzen positiyen Zahlen p, q, r etc. angehen, wie oft a t , 
a * , a s etc. yorkommen. Aus der yorigen Gleichung erhalt man 

/f(x + &)—//(x)_p/ * \ q r » v 

und hier lafst sich der tlbergang zur Grenze fiir yerschiedene d- nach 
demselben Verfahren wie in §. 5 ausfiihren. Auf der linken Seite 
bedarf es gar keiner .Inderung, rechter Hand ist nur zu bemerken, 
dafs die Logarithmen mit den Coefficienten p, q, etc. versehen sind, 
wahrend sie in §. 5 die Einheit zum gemeinschaffclichen Coefficienten 
hatten; nach diesen Bemerkungen gelangt man zu der Formel 


/i( J ) . P | l ■ , * 

Denkt man sich Alles auf gleichen Nenner gebracht, so erhait man 
zum Zahler eine ganze Function (k — l)ten Grades, welche kurz rp(x) 
heifsen moge, also 

fi(*) W*) . 

f(x) (x — (*—<*,)...(* — a k y 

und endlich folgt durch Multiplication mit No. 4) 

5) fi( x ) = V( x ) • ( x — a i) p ~ 1 (* — “s) 5 " -1 • • • (* — 

Der Vergleich yon No. 4) und No. 5) zeigt augenblicklich, dafs bei 
mehreren gleichen Wurzeln die Functionen f(x) und f t (x) einen 
grOfsten gemeinschaftlichen Theiler haben, denn in der That lafet 
sich sowohl f{x) als f t (x) durch die Function 
(a: — 1 (x — « s )»— 1 1 . . . . (x — 

ohne Best diyidiren. 


Der hierin liegende Satz gestattet sehr leicht die Umkehrung. 
Wenn namlich f(x) und f x {x) keinen gemeinschaftlichen Theiler be- 
sitzen, so wilrde die Annahme, dafs gleiche Wurzeln yorkommen und 
dafs demgemafs f{x) unter der Form 4) enthalten sei, zur Gleichung 
5) fahren; diefs gabe dann einen gemeinschaftlichen Theiler, was der 
Voraussetzung widerspricht. Man hat daher folgendes Theorem: die 
Gleichung f{x) = 0 besitzt gleiche oder yerschiedene 
Wurzeln, jenachdem ein gemeinschaftlicher Theiler yon 
f(x) und f t (x) existirt oder nicht existirt. 

Um nun zu untersuchen, ob f[x ) und fx(x) einen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben oder nicht, gehen wir wieder auf die in §. II 

24 * 
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aufgestellten Gleichungen zuriick, welche das Bildungsgesetz der Func- 
tionen f a (x), f s {x), . . . f n (x) enthalten. Setzen wir voraus, dafs f(x) 
vom %ten Grade sei, so ist f-^x) vom [n — l)ten Grade, f a (x) vom 
(w — 2)ten Grade tl s. w., mithin f n (x) vom nullten Grade, d. h. eine 
Constante, me das im vorigen Paragraphen gegebene Beispiel zeigt 
MSglicherweise kSnnte aber die Reihe der Functionen f s {x), f a (x), 
. . . f„(x) schon frtlber abbrechen und wenn z. B. f mA .,{x) = 0 ist, so 
warden die erwShnten Gleichungen folgendermaafsen lauten: 

/(*) n /*(*) 

A(*) U*Y 

/»W 

/*(*)“ Vl /,W* 


fm-A x ) . _ n 






A-ifr) 

fm( x ) 


■/»— i( J ) /j 

/«(*) 

Die letzte Gleichung zeigt, dafs /■„(*) in /„_,(;&) anfgebt; multipli- 
cirt man die vorhergehende Gleichung mit imd dividirt mit 

/".(a;), so wird 

/»-,(*) _ /„_,(*) 1 _ n ( . , 

/«(*) ~ y ”~ 2 /„(*) 

d. h. f m (x) geht in /■»_*(#) auf. Die drittletzte Gleichung giebt 

/»-» (*) _ q /m-W 

/»<*) /»(*) /•(*) 

Qm—a ( Qm—a Qm—i 1 ) Qm—i 

und sie zeigt, dafs f m {%) in f m -A x ) aufgeht. Die Fortsetzung dieser 
Schliisse lehrt, dafs f m {x) in alien vorhergehenden Functionen, mit 
Einschlufs von f{x), aufgeht, dafs also f m {x) gemeinschaftlicher Theiler 
von f{x) und f^x) ist 

Wenn dagegen keine der Functionen f s {x), f B (x), . . . f»(x) ver- 
schwindet , so kann man die Nichtexistenz eines gemeinschaftlichen 
Theilers von f(x) und f t (x) durch folgende Schltisse darthun.. Ge- 
setzt, die Function %(x) gin ge sowohl in f(x) als in f t (x) auf,- so 
w&re nach der ersten Gleichung 

/to _ Q A to /»(*). 
zto xto zto ’ 

der Voraussetzung gem&fs sind hier und ganze Functio- 
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•p ( /g\ 

nen, mithin muls auch eine solche sein, d. h. %{x) in f t (x) 

%\ X ) 

aufgehen. Die zweite Gleichung giebt 

fM^o Ux) f* {x) 

xto _ 1 %{*) z(x) ’ 

und Mer zeigen ganz ahnliche' SchMsse wie vorhin, dais f{x) in f a (x) 
aufgehen mufs. Auf diese Weise fortfahrend, gelangt man zu dem 
Ergebnisse, dafs yjx) in alien den Functionen f a (x), f a (x), ... f„ix) 
gleichzeitig aufgehen mufs. Diefs ist aber, weil f n (x) einen constan- 
ten Werth besitzt, nur dann moglich, wenn y(x) eine Constante, d. h. 
keine Function von x ist; dann existirt aber auch kein gemeinschaft- 
licher Theiler in dem hier genommenen Sinne. 

Das Verfahren der successiven Divisionen entscheidet also nicht 
nur, ob die Functionen fix ) und ffx) einen gemeinschaftlichen Thei- 
ler haben oder nicht, sondern es liefert zugleich diesen Theiler selbst, 
und zwar ist leicht zu sehen, dafs es aufser f m (x) keine Function 
hbheren Grades geben kann, welche gleichzeitig in fix) und ffx) 
aufgeht Da hiemach f m (x) der grofste gemeinschaftliche Theiler von 
fix) und ffx) ist, so hat man durch Vergleichung mit dem Vorigen 
/»W = (x — ogp- 1 (x — . . . (x — ttk)’- 1 , 

mitbifi 


7 -755 — (x — Kj) (x — (x — a t ). 

Die Gleichung 

/«(*) 

enthSlt dieselben Wurzeln wie fix) — 0, aber jede der von einander 
verschiedenen Wurzeln nur einmal; setzt man also = <fi%) und 

/ mW 

behandelt diese Gleichung (fix) = 0 nach der Methode der succes- 
siven Divisionen, so erhalt man Aufschlufs fiber die Anzahl und Lage 
der von einander verschiedenen Wurzeln der urspriinglichen Gleb- 
chung. 

Als Beispiel diene 

fix) = xt + 5x® + 6x 8 — 6x 4 — 15x® — 3x* + 8x 4. 

Hier ist, abgesehen von constanten Factoren, 

f x {x) = 7x« + 30x® + 30x* — 24x® — 45x* — 6x + 8, 

/,(x) = llx® + 46x 4 -f 50x® — 20x* — 61x — 26, 

/ s (x) = x* 4- 3x 8 4 - x s — 3x — 2, 

/*(■») = 0, 
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mithin f a (x) der grofste gemeinschaftliche Theiler von f(x) und f^x). 
Weiter hat man 


^y.==arS 4-2x* — x — 2 = p(x); 

/sW 

die Wurzeln der Gleichung (p{x) — 0 sind x=l, x = — l, x = — 2, 
daher 


<p(x) o (x — 1) (x + 1) (x + 2), 

f(x) = <p(x) ,f s (x) — (x — 1) (x + 1) (x + 2) (x 4 + 8x s + x* — 3x — 2). 
Setzt man den Factor f a (x) = 0, so erhalt man die hbrigen Wur- 
zeln der Gleichung f(x) = 0 und zusammen 

/(x) = (x— l)* (x -f- 1) 8 (x + 2)*. 


Die vollstandige Discussion einer Gleichung mit Hiilfe der sue 


cessiven Divisionen und der Bestimmung 


des Excesses von ist 
ft*) 


zuerst von K. Sturm gezeigt worden, wefshalb die Functionen ft (x), 
f 3 (x), . . . f n (x) den Namen Sturm’s che Reste fiihren. Auch fttr 
die complexen Wurzeln lafst sich eine ahnliche Untersuchung anstel- 
len, hinsichtlich deren vrir auf die Quelle verweisen : Sur la deter- 
mination du nomire des racmes etc. par M. Moigno, in Liou- 
ville’s Journal, Jahrgang 1840, S. 75. 


DDL Die nutnerische Auflosung der hoheren Gleiehungen. 

§. 15. Wenn die Coeffidenten der Gleichung 

X n -1- fl jX* 1 + fl s X B *+... + a n—i x + a n == o 

ganze Zahlen sind, so zeigen folgende Schlusse, dafs x keinen ratio- 

nalen gebrochenen Werth - haben kann, worin p und q relative 

Primzahlen bedeuten. Die Substitution des angegebenen Werthes lie- 
fert n&mlich 

'*t P*~ l + *iP*~*9 + ?*+••• + a,-, pf~* -han?*"’ =— j i 

die linke Seite dieser Gleichung ist ein Aggregat von ganzen Zah- 
len, mithin selbst eine ganze Zahl; rechter Hand steht ein irredu- 
dbeler Bruch, weil q nicht in p und ebensowenig in p n aufgeht. 
Zwischen einer ganzen Zahl und einem irreducibelen Bruche kann 

aber keine Gleichung bestehen, mithin ist die Annahme x = - un- 

• 2 

richtig, wofem nicht entweder q — 1 ist oder p und q gleichzeitig 
unendlich grofs sind. Eine Gleichung mit ganzen Coefficien- 
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ten hat daher entweder ganze oder irrationale oder 
complete Wurzeln. 

Das Vorhandensein von ganzen Wurzeln lafst sich mittelst der 
Bemerkung erkennen, dafs der letzte Coefficient a* dem Producte 
aller Wurzeln gleich ist, dafs also die ganzen Wurzeln unter den 
Theilern von a„ vorkommen mlissen. Man versucht daher, oh die 
Factoren von a„ der Gleichung geniigen; ist diefs mit dem einen oder 
anderen der Fall, so erniedrigt man den Grad der Gleichung durch 
Division mit dem Unterscliiede zwischen x und der gefundenen Wurzel. 
Gentigt keiner der Factoren, so hat die Gleichung nur irrationale 
oder imagin&re Wurzeln. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

f(r) = x s — 10a: 4 + 26a: 8 — 23a:* -{- 22a: — {— 6 = 0 ; 
hier sind die Theiler von 6 zu versuchen, namlich 
x = + 1, ±2, +3, 

wobei sich zeigt, dafs nur die Annahme x — + 3 der Gleichung ge- 
niigt; diefs giebt 

= x* — 7x* + 5a:* —8a: — 2, 

x — 3 

f{x) = [x — 3) (a: 4 — 7a: 3 + — 8* — 2). 

Urn die tibrigen Wurzeln zu finden, setzt man 

* 4 — 7x 3 + 5** — 8r — 2 = 0 
und erhalt nach bekannten Methoden 

x=3 + yfl, ar = | + |V^3; 
die ffinf Wurzeln der gegebenen Gleichung sind daher 
*1 — 8> ar g =3-t-yil, * a = 3 — yTl, 

*•— *V®)- 

Wenn die Coefficienten der Gleichung 

x n +• djX 0 - 1 + a 2 o:*~® + a n = 0 

rationale Briiehe sind, so kann man dieselben auf einen gemeinschaft- 
lichen Kenner bringen, welcher ^ heifsen mSge, so dafs etwa 



ist. In der nunmehrigen Gleichung 

-f- Si a:“- s + . . . + ^=i x + ?5 = o 

fJL (A (l (A 

sind a 1 , a 2 , ... a„ und y. ganze Zahlen, und wenn man 
setzt, so erhalt man nach Multiplication mit y n 
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i» + e^r*-’ + # 8 ftr~ a 4 wH*-* +••■• 

• • • • + i f* n— *1 4 °w* n— 1 = o. 

Diese Gleichung besitzt gauze Coefficienten und kann nach der vo- 
rigen Methode behandelt werden; jedem £ entspricht dann ein x, 
welches der fi-te Theil von £ ist. 

Beispielweis sei 


, 8 , , IS , 18 1 .1 

3^4 12 8^6 


hier ist fi = 12, und die Substitution s = - I * s -£ giebt 

F(|) = | 8 — 82 1 4 4-468|* — 1872|* — 691 2| + 41472 = 0. 

Von den Factoren der Zahl 41472 geniigen £ = — 4 und £ = 4-6 
der vorstehenden Gleichung; weiter hat man 

(S + fffj-6) “ 6 ‘ - 80 ‘’ + 4321 - " 28 

und da der Ausdruck rechter Hand fur £ = 6 verschwindet, so ist 
£ == 6 eine neue Wurzel der Gleichung und 

(64-4) (1—6)* 5 s + 

Die Aufl6sung der noch fibrigen quadratischen Gleichung giebt £ = 
12 (1 4 i); die funf Werthe von x sind demnach 
— 44 44 14*> 1 — *• 


§. 16. Hat man nach der vorigen Methode die etwa vorhande- 
nen ganzen Wurzeln einer Gleichung ausgeschieden , so besteht das 
■n&chste Geschaft darin, die noch Qbrige Gleichung von den etwaigen 
gleiehen Wurzeln zu befreien (§. 14), so dafs man zu einer Gleichung 
gdangt, deren Wurzeln s&mmtlich von einander verschieden und ent- 
weder irrational oder complex sind. Im Folgenden beschaftigen wir 
uns immer nur mit derartig vereinfachten Gleichungen. 

Durch Entwickelung der Sturm’schen Reste und Substitution be- 
liehiger Werthe von x lassen sich die Grenzen, zwischen denen die 
reellen Wurzeln der Gleichung liegen, beliebig eng ziehen und da- 
her kann man auch fQr die gerade aufzusuchende Wurzel einen vor- 
laufigen NSherungswerth finden, der x x heifsen moge. Der genaue 
Werth des x differirt hiervon nur wenig und mag mit x t 4- d be- 
zeicbnet werden, wobei d die erforderliche kleine Correction be- 
deutet. Ist nun 


/( *) = *" + 4 a a x'-* 4- • • • 4- 4- = o 

die gegebene Gleichung, so mufs wegen x = x 1 4 d ferner sein 

/(*1 -M) = (*1 4 *r 4 a, (*! 4 S)" 1 4 (*1 4r a 4- 
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d. i. wenn Alles nach Potenzen von d geordnet wird, 

+ a^T' + *8*?“' + • • • 4~ a.-!*! + «n 

+ + ( a ~ 1 ) a i x “~* + (» — 2) o,x" -3 + • • • + * 

4- it* (« — 4“ (* — 1) (* — 2) arf-* + . . . 4 - 2 . 

+ 

, =0. 

Die erste Zeile stellt den Werth dar, welchen f(x) im Falle x=x x 
erhalt, und ist daher mit f(x 1 ) zu bezeichnen; die Coeffidenten von 
d, id*, etc. sind gewisse ganze Functionen von x lt die zur Abktir- 
zung f(x J, f"(aj x ), etc. beifsen mbgen, und wobei besonders her- 
vorgeboben werden mufs, dafs f\x) identiscb mit der Function f^x) 
ist, welche in dem Sturm’scben Satze vorkommt. Aus der nunmeh- 
rigen Gleicbung 

/(*i) +/(*i) 8 4- i/Vi) 5* 4- • . • = 0, 
worin x x bekannt, dagegen d unbekannt ist, lafst sicb d zwar nicht 
genau, aber docb naherungsweise finden. Weifs man namlich im 
voraus, dafs d < mithin d* < yfu, d® < etc. ist, so hat 
die Summe 

i/'(*i) 

keinen bedeutenden Einflufs auf die 2te Decimalstelle und daher ist 


f( x i) 4- fX x i) $ nahezu = 0. Der hieraus folgende Werth von d 
mag, weil er nicht absolut genau ist, mit d 1 bezeichnet werden; man 
hat far ihn 

* /(* i) 

A*iY 

Setzt man in der Gleichung x = x^ + d fur d den gefundenen Na- 
herungswerth, so erhalt man einen zweiten Naherungswerth fur x, 
namlich 

x t == *1 “I - ^i» 

der, unter der Yoraussetzung d < ^ , im Allgemeinen auf 2 Deci- 
malen richtig ist. Man wiederholt nun dasselbe Verfahren, d. h. man 
betrachtet x t als anfanglichen Naherungswerth, bestimmt die zuge- 
hSrige Correction 

, f^A 

s ~ /(»,) 

und gelangt zu einem dritten Naherungswerth 
• *8 “*■ x s 4 “ 

dar im Allgemeinen 4 richtige Decimalen zahlt. So fortgehend kann 
man der Reihe nach 8, 16, 32 etc. richtige Dedmalsteilen finden. 

Bei diesem Verfahren ist es der Sicherheit wegen unerlafslich, 
jeden gefundenen Naherungswerth zu prfifen, was auf folgende Wdse 



878 Die hoheren Gleichungen. 

geschieht. Da x einen irrationalen Werth hat, so besteht die ge- 
suchte Wurzel aus einer ganzen Zahl e und den unendlich vielen De- 
cimalen t 15 £ s , £ s , etc., es ist also 

x _ s _i_ li _i_ J*_ _i _i_ 

+ 10 + 10 8 ^ 10 s ^ ’ 

ein gefundener Naherungswerth von x ist nun auf h Decimalstdlen 
richtig, wenn der wahre Werth yon x zwischen 

& 


s + io + ip*“ K --- + iF 


und 


£ + — + — + • 
MO^IO 8 ^ 


fc+1 

10* 


liegt. Um diefs zu erfahren, braucht man nur die beiden vorstehen- 
den Naherungswerthe von x in f(x) zu substituiren und auf die ent- 
stehenden Vorzeichen yon f(x) zu achten. Sind namlich diese Vor- 
zeichen entgegengesetzt, so liegt in der That x zwischen jenen Wer- 
then, weil f(x) sein Vorzeichen nur mittelst Durchganges durch Null 
andera kann. 

Diese von Newton herrflhrende Methode wird an folgendem 
Beispiele klar werden. Es sei 


fix) = x & — 6a: — 10 = 0, 

/(*) — 5x*-6; 

durch Versuche findet man leicht, dafs eine Wurzel dieser Gleichung 
zwischen 1,8 und 1,9 liegt; es ist daher 


aTj — 1,8 ; 


/(l, 8) _ —1,904 

/(1,8) +46,488 


1-0,04, 


jr s = 1,8 + 0,04= 1,84. 

Die Substitution dieses Werthes macht fix) positiv, dasselbe findet 
statt ffir x= 1,85, dagegen giebt x — 1,83 einen negativen Werth; 
es ist namlich 


/(l, 84) h 0,0506, 

/(l, 88) = —0,4568, 


mithin liegt die gesuchte Wurzel zwischen 1,83 und 1,84 und zwar 
naher an der letzten Zahl als an der ersten. Man hat weiter, von 
x a = 1,84 ausgehend, 


S 


2 


/(1, 84) 0,0506 

'/(1,84)~ 51,3114 


= —0,00099, 


x„ = 1, 84 — 0, 00099 = 1, 83901, 


und zur Controle: 
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/(l, 88901) = — 0,00013, 

/(l, 88902) = -f- 0,00048, 

woraus bervorgeht, dais x zwischen 1,83901 und 1,83902 liegt. 
Berechnung des vierten N&herungswerthes giebt 
. /( 1,88901) —0,00013 


Die 


3 /(l, 83901) 4-51,18820' 

x 4 = 1,8390125, 


0,0000025, 


welcher Werth bereits auf sieben Decimalen genau ist. 

Das hiermit auseinander gesetzte Verfabren gestattet noch einige 
Modificationen, wodurch es bequemer filr den praktischen Gebrauch 
wird; mu diefs zeigen zu konnen , miissen wir in den beiden nach- 
sten Paragraphen Einiges vorausschicken. 

§. 17. Setzt man 

1) f{x)=a 0 x n -\-a x x n -'+a i x n -' l -{-...-\-a n _ l x-J r a n , 

so ist die Differenz f{pc) — f(r) obne Best durch x = r theilbar 
(§. 2), nnd der Quotient bildet eine ganze Function (n — l)ten Gra- 
des; man bat also 

_«-* , , * _ , t 

0 0 X . 4- 4" • • • + i 

X 7 


oder 

2) + V s + • • • + 4- 


Diese Gleicbung lafst sicb ancb folgendermaafsen aussprechen: wenn 
fix) durcb x — r dividirt wird, so bestebt das Eesultat aus einer 
ganzen Function n&cbst niedrigeren Grades und aus einem Reste fir), 
welcber den Specialwerth darstellt, den fix) fur x — r erbalt. Man 
wiirde demnacb fir) finden konnen, wenn man jene Division auf ir- 
gend eine einfache Weise auszufuhren wiifste. Aus No. 2) folgt aber 
durcb Multiplication mit x — r 

fix) = 6 0 x n 4 - 4 - b iX n - 2 4 - • • • + K-i* 

— b 0 rx"- 1 — b^x”-* — ... — b n _ % rx 
— b_,r 4 -f{r) 

und nun giebt der Yergleicb mit No. 1) 

b q Oq , fl x 4" b g r , b g ~~~~ & ^ -j— b x r . . .. 

• • • b n _ , == 4 - b n _ a r, /(/•) = «» + b n _,r. 

Hieraus entspringt folgende Recbnungsvorschrift : man scbreibe 

die Goefficienten a 0 , a 1 , a* nebst ihren Yorzeicben 

in eine Horizontalreibe, multiplicire den ersten Coeffi- 
cienten mit r, setze das Product unter den nachsten 
Goefficienten a x und addire beides; die Summe multi- 
plicire man wieder mit r, schreibe das Product unter a, 
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und addire u. s. w.; die entstehenden Summei sind die 
Coefficienten 6 2 , etc. und die letzte Somme ist der 
Rest oder der Functionswerth f(r). 

Soli z. B. die Function 

f(x) = x 6 — Hi 4 + 79x 2 — 16x — 2 
durch x — 3 dividirt werden, so ist die Rechnung: 

+ 1, —11, 0, +79, —16, — 2, 

+ 8, —24, —72, +21, +15, 

+ 1, — 8, — 24, +7, +5, +18; 

man hat folglich 

-^ = * 4 - 8x* - 24** + lx + 5 + -H- 
X — t> x — o 

und zugleich 

/(S) = +1S. 

Dafs diese Methode selbst bei gebrochenen a 0 , o M ... a n und r 
immer noch kiirzer als die gewohnliche Division ist, mag folgendes 
Beispiel zeigen. Es sei 

/(x) = 62.r» — S,25x 2 + 47x — 78,084 
durch x — 15,231 zu dividiren und sowohl der Quotient als der Rest 
auf drei Decimalstellen zu berechnen. Man hat in diesem Falle 
52; —3,250, + 27; —78,084; 

761, 55 7887, 62 120606, 34 

30,462 3943,810 60303,170 

792,012 157,752 2412, 127 

23, 668 361, 819 

0,789 12, 061 

12018, 634 188695, 517 

52; +788,762; +12060,634; + 183622,483; 

52x* — 8, 25x 2 + 47 x — 73, 084 
* — 15,231 

^ ^ ^ 183622.433 

— 52 x 2 + 788,762x + 12060, 634 + ^— 

/(15, 231) = + 188622, 433. 

§. 18. An das Vorige knupft sich eine Aufgahe, welche im Fol- 
genden sehr oft vorkommen wird, n&mlich diejenige Gleichung 

e! 0$"-f- o; l £*~' + “s £ n ~ 1 + • • • + ««_, § + «n = 0 

zu finden, deren Wurzeln um eine gegebene GrbJse r kleiner sind als 
die Wurzeln der Gleichung 

■/(x) = <7 0 x* + + a s x n -» + . . . + a n _ lX + a n mm 0. 

Der gestellten Forderung nach soil | = x — r sein, mithin ist 
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“o (* ~ r ) n + «i (* — + “ s (* — r )*~* + 

4- «„- I (* — r) + «„ =/(*), 

und hieraus folgt far x = r 

a n=f(r). 

Subtrahirt man diese Gleichung yon der yorigen und diyidirt mit 
x — r, so erh&lt man rechter Hand einen ganzen Quotienten, wel- 
cher q>(x) heifsen m 6 ge, also 

*o (* — r ) n_1 4- “i (* — r ) n ~ * + « 2 (* — r)“~ 3 + . . . 

• • • 4- “»- 2 (* — r ) 4- «o_i = <p(x) 

und ffir x = r 


a »-i = 9 »(»*)• 

Hier wiederholt sich dasselbe Verfahren; man zieht diese Gleichung 
yon der yorigen ab, diyidirt mit x — r, nimmt x — r und erhalt, 
wenn *p(x) den ganzen Quotienten bezeichnet, 

= yir) u. s. w. 

Nach dem im yorigen Paragraphen entwickelten Satze ist f(r) iden- 
tisch mit dem Reste bei der Diyision yon f(x) durch x — r, ebenso 
ist q>(f) der Rest bei der Diyision yon <p(x) durch x — r u. s. w.; 
die gesuchten Coefficienten a n , a »_ 4 etc. sind also 
die Reste, welche entstehen, wenn f(x ) durch x — r, der 
gauze Quotient wieder durch x — r, der darauf folgende 
ganze Quotient gleichfalls durch x — r diyidirt und auf 
diese Weise fortgefahren wird. Die ganze Reihe dieser Di- 
yision lafst sich nach dem yorhin gezeigten Verfahren ausfiihren und 
damit die ganze Rechnung auf einen einfachen Mechanismus zurtlck- 
bringen. 

Beispielweis mag aus der Gleichung 

** — 10 a; s + 6*» -f 7* -f- 130 = o 
eine neue Gleichung 

! 4 4-“ 1 £ 3 4- S*+«sS + «4 = ° 
hergeleitet werden, deren Wurzeln £ urn 3 kleiner als x sind; man 
hat dann folgende Rechnung 


4-i, 

4- 

10 , 

3, 

4- 6 , 4- 7, 4-130; r = 3 
— 21, —45, —114, 

4-1, 

— 

7, 

— 15, —38, 4 - 16=« 4 ; 


+ 

3, 

H 

00 

1 

i—i 

i 

4-1, 

— 

4, 

— 27, — 119=« 8 ;. 


+ 

3, 

— 3, 

4-1, 

— 

1, 

m 

II 

O 

00 

1 


4- 3, 


+ 1. 4- 2 = a lt 



382 Die hoheren Gleicimngen. 

mitMn ist die gesuchte Gleichung 

I* + 2| s — 30£* — 119 1 + 16 = 0. 

Nach demselben Verfahren kann man die abgeleitete Gleichung 

*o£“ + «il* — 1 + “*£ B-2 + • ■ • + °n— i £ + ®» = 0 

aucb so einricbten, dafs a t = 0 wird. A us der ursprQnglichen 
Gleichung 

« 0 *" + a x x n ~' + a s x n ~' 2 + . . . + a n _,x + = 0 

folgt namlich , wenn man £ = x — r Oder x = | + r setzt, 

«o £" + (*i + + — °> 

Of 0 =<7 0 , Cifj = .... 

und hier wird a,^ = 0 for 



mithin sind in diesem Falle successive Divisionen mit x + — vor- 

na o 

zunehmen. Fiir die Gleichung z. B. 

*» — 10** — 7** + 8** + 61* + 43 = 0 
ist x — 2 der fortw&hrende Divisor und giebt folgende Rechnung: 


+ 1, 

— 

10, 

- 7, 

4- 8 » 

+ 61, 

+ 43; r = 


+ 

2, 

— 18, 

— 46, 

— 76, 

— 30, 

+ 1, 

— 

8, 

— 23, 

— 38, 

— 15, 

+ 18 =a s ; 


+ 

2, 

-12, 

- 70, 

— 216, 


+ 1, 

— 

6, 

— 35, 

— 108, 

— 231 = 

= “4? 


+ 

2, 

- 8, 

— 86, 



+ h 

— 

4, 

«T 

i 

— 194 = 

= « s ; 



+ 

2, 

- 4, 




+ 

— 

2, 

— 47 = 

= “*; 




+ 

2, 






+ 1, 0 = a x ; 

die neue Gleichung lautet daher 

|ft _ 47 |s _ 1945* _ 231| + 13 = 0. 

Wenn r eine mehrzifferige Zahl ist, so kann man die Vermin- 
derung mit einer Ziffer nach der andem ausflihren, um jederzeit nur 
einen einziiferigen Factor zu haben. Um z. B. die Wurzeln der Glei- 
chung 

T * _ 12*8 + 17** —9* + 7 = 0 

um 3,27 zu vermindern, erniedrigt man sie erst um 3, dann um 0,2 
und zuletzt um 0,07, wobei sich jede folgende Operation unmittelbar 
an die vorhergehende anschliefst, namlich 
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1 , — 12 , + 17 , — 9 , + 7 , (3 

+ 8 , — 27 , — 30 , — 117 , 


1 , 

— 9 , 

+ 8 > 

— 10 , 

— 18 , 

— 39 , 

- 84 , 

— 110 , ( 0,2 
— 26,0784 

1 , 

— 6 , 

- 28 , 

— 123 , 

— 136,0784 ( 0,07 


+ 

9 , 

— 7, 392 

— 9, 82358559 

1 , 

- 3 , 

— 37 , 

— 130 , 892 

— 145,90198559 


+ 3 , 

+ 0,04 

— 7, 376 


1 , 

o , 

— 86 , 96 

— 137,768 


+ 0,2 

-|— 0 , 08 

— 2, 568937 

1 , 

+ 0,2 

— 86 , 88 

— 140,336987 


+ 0,2 

+ 0,12 

— 2, 564331 

1 , 

+ 0,4 

— 36 , 76 

— 142,901268 


+ 0,2 

+ 0,0609 


1 , 

+ 0,6 

— 36 , 6991 



+ 0,2 

+ 0,0658 


1 , 

+ 0 , 8 

— 36, 6333 



+ 0,07 

+ 0,0707 


1 . 

+ 0,87 

— 36 , 5626 



+ 0,07 



1 , 

+ 0,94 




+ 0,07 



1 , 

+ 1,01 




+ 0.07 
1 , + 1,08 

Die Verminderung um 3 giebt hiernach die Gleiehung 


|4 _ 37 |s_ i23| _ 110 = 0; 

die Verminderung um 3,2 giebt 

+ + 0 , 8 + — 86 , 76 + — 137, 768 136,0784 = 0 ; 

endlich erh&lt man durcb Verminderung um 3,27 

+ + 1 , 08 + — 36 , 5626 + — 142 , 901268 £ 

— 145,90198559 = 0 . 

§. 19. Mittelst der in beiden vorigen Paragraphen gemachten 
Bemerkungen lafst sicb die Newton’sche Naherungsmethode auf fol- 
gende Weise praktischer gestalten. Wir setzen voraus, dafs man 
einen ersten, auf eine Decimalstelle richtigen Naherungswerth far die 
gesuchte Wurzel der Gleiehung 

1) x n + a^*-' + a i x n ~ t + (- + a n = 0 
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gefunden habe und bezeichnen denselben wie in §. 16 mit 

wahrend der genaue Werth 

x = * -4- — 4- — -l- — 4- 

+ 10 + 10» + 10» + 

sein moge. Wird nun a: wn cc 1 yermindert, indem man x — % 1 =y 
setzt, so entsteht eine neue Gleichung 
2) y n + 4 + • • • + 4„_ 4* = 0, 

und darin ist vermbge der Werthe yon x und x x 

„ I*. _L_ _£*. _J_ Ik. _1_ 

y ~ 10 *+ 10 * + 10 *+' 

mithin y<- Zufolge dieses Umstandes sind y a , y 3 , . . . y n kleine 

Brilche, deren Weglassung keinen grofsen Fehler erzeugen kann; es 

ist daher naherungsweis nach No. 2) 


K-,y + b n = o Oder y=— 




W 


und dieser Ausdruck mufs nahezu mit libereinstimmen. weil der 

1U* 

dekadische Werth yon y, auf seine erste Decimale beschrfinkt, in der 
That 

x durch die Formel 


ist. Demnach bestimmt sich die nachste Decimale von 


?2 

10 * 


4. 


und der zweite Naherungswerth yon x ist 


x = £ _U !i _|_ -i*. 

* s +io + io*' 


Bevor man weiter geht, mufs man erst die Priifung der neuen Deci- 
male vornehmen, und zu diesem Zwecke substituirt man in No. 2) 


sowohl x t als den Werth 

x — t I I £2 + 1 
* + 10 + 10* ’ 

wodurch f(x) yerschiedene Yorzeichen erhalten mufs. Diese Controle, 
welche nach §. 17 ausgefGhrt wird, bildet zugleich den Anfang zur 
Ermittelung der nachsten Decimale £ s . Man yermindert nftmliV.h y 
r ■ 

um und gelangt dadurch zu einer neuen Gleicbung 

3) x n -j-c 1 3* -1 -J- e s z"~ - + . . . + c n _ j * + c„ « 0, 
deren Wurzel ist 
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y 10 * ios-^io^ 

da 0 weniger als betragt , so kann man. die Gleichung 3) auf 
c„_, s + Cn = 0 reduciren und erhalt dadurch den ungefahren Werth 

r 

von e. Dieser mufs nahezu = ^ sein, mitMn bes timm t sieh die 

10 s 

dritte Decimale ? s durch die Formel 

?8 _ c n 

108 

und der entsprechende dritte Naherungswerth von x ist 






?8 


»2 I »8 
10 s T 10 s ' 


Nachdem man die gefondene dritte Decimale controlirt hat, geht man 
auf demselben Wege waiter zur Bestimmung von £ 4 , £ e , etc. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

x 8 +8x» + 6* — 75,9 = 0. 

Eine reelle Wurzel derselben liegt zwischen 2 und 3; durch Versuche 
findet man leicht 

Xj = 2, 4. 

Yermindert man x um 2,4, so erhalt man die neue Gleichung 
+ 15, 2y* + 6 1 , 68 y — 1, 596 = 0, 

diese giebt 

b s 1,596 


> 2 61,68 


= 0, 02 ... , 


mithin als zweiten Naherungswerth 

x s =2,42, 

der sich durch die Controle als richtig zeigt. Die Verminderung des 
y um 0,02 fQhrt zu der weiteren Gleichung 

s s + 15,26 a 2 -)- 62,2892 « — 0,856812 = 0, 

woraus folgt 


0,356312 


>0,005 . , 


c 2 62j 2892 

x 3 = 2,425. 

Nach geschehener Priifung ist 0 um 0,005 zu vermindem; hierdurch 
entsteht die Gleichung 

a® -4- 15,275 a* 4- 62,441875 a — 0,044484375 = 0, 
welche giebt 


0,044484375 


d 2 62,441875 


= 0,0007..., 


= 2,4257. 


Schlflmllch, algebr. Analysis. 6. Aufl. 


25 
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Das Detail dieser Eechnung giebt die folgende Zusammenstellung, 
worm x erst um 2, dann um 0,4 vermindert worden ist. Unter den 
starkeren Stricken stehen jedesmal in diagonaler Bichtung die Coef- 
ficienten einer dnrck Verminderung erkaltenen Gleichung. 


1, 

8, 

6, 

— 75,9 

( r — 2, 


2, 

20, 

52, 


1, 

10, 

26, 

— 23,9 

o' 

II 


2, 

24, 

22, 304 


1, 

12, 

50, 

— 1,596 

(r = 0, 02 


2, 

5, 76 

1, 239688 


h' 

14, 

55, 76 

— 0,356312 

(;• = o, 005 


0,4 

5, 92 

0,311827625 


17" 

14,4 

61, 68 

— 0,044484375 

(r = 0, 0007 


0,4 

0, 8044 



i. 

14,8 

61, 9844 




0,4 

0, 3048 



77 

15,2 

62, 2892 




0, 02 

0, 076325 



i, 

15, 22 

62, 365525 




0,02 

0, 076350 



i, 

15,24 

62,441875 




0,02 




i. 

15,26 





0, 005 




i, 

15, 265 





0, 005 




i, 

15, 270 





0,005 




77 

15, 275 





Handelt 

es sick um 

die Bestimmung negativer Wurzeln, so ver- 

wandelt man 

dieselben dadurck in positive Wurzeln, 

dafs man a lt 


a s , a 5 , etc. mit entgegengesetzten Zeicken ninunt. 

Besondere Aufmerksamkeit verlangt der Fall, wo zwei Wurzeln 
einander sekr nake liegen. Bestekt z. B. die eine Wurzel aus den 
Ziffem e, Cj etc., die andere aus e, & a etc., so genugt der 
Gleickung 2) sowokl 
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als auch 

^1 i ^2 i ^3 i 

y ~ io + io* + iP + ’ 

mithin mufs ihre linke Seite sowohl flir 


als auch fttr 


y = fi und y — - 1 -' 
a 10 a 10 

■u = — und v = — — ■ — 
y io “““■ 9 io 
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einen Zeichenwechsel erleiden. Das Ietzte Glied Cn der n&chsten trans- 
formirten Gleichung enthalt das Resultat einer solchen Substitution, 
man erkennt also die Trennungsstelle zweier naheliegenden Wurzeln 
daran, dafs eiuerseits der Gleichung 2) zwei Zahlen genfigen und 
dafs andererseits das Ietzte Glied der nachsten transformirten Glei- 
chung sein Zeichen wechselt , wenn S x fiir C x gesetzt wircL 

Die hiermit auseinandergesetzte Modification des Newton’schen 
Verfahrens ist unter dem Namen der Horner’ schen Methode 
bekannt; sie empfiehlt sich vor alien iibrigen Auflosungsarten durch 
Leichtigkeit und Sicherheit. Bei der praktischen Anwendung der- 
selben kbnnen noch manche Bechnungsvortheile benutzt werden, deren 
ErSrterung hier zu weit fuhren wurde. Auch zur Berechnung der 
complexen Wurzeln lftfst sich die n&mliche Methode anwenden. Hin- 
sichtlich dieser Einzelnheiten verweisen wir theils auf Horner’s Ab- 


handlung in den Philosophical transactions vom J. 1819, theils auf 
die Schriften: Spitzer, Allgemeine Auflosung der Zahlengleichungen, 
Wien 1851, und Scheffler, die Auflosung der algebraischen und 
transcendenten Gleichungen, Braunschweig 1859. 

§. 20. Eine andere Methode zur AuflOsung yon Gleichungen be- 
ruht auf der sogenannten regula falsi und lafst sich leicht geome- 
trisch yeranschaulichen. Denkt man sich namlich x als Abscissa und 


y = f[x) als Ordinate eines Punktes, so repr&sentirt die genannte 
Gleichung eine gewisse Curve, welche die Abscissenachse schneidet 
Oder bertthrt, so oft y den speciellen Werth Null bekommt. Die Auf- 
losung der Gleichung f(x) = 0 ist daher nichts Anderes als die Auf- 
suchung deijenigen Punkte, in welchen ein Durchschnitt oder eine 
BerQhrung der Curve mit der Abscissenachse stattfindet. In einer 
Figur, die man leicht entwerfen wird, mogen 

0M 1 = x 1 und M l P 1 = y x =f(?i), 

OM % = x s und M i P i — y t =/(*,), 
die Coordinaten zweier Curvenpunkte P x und P t sein, auch werde 
noch vorausgesetzt, dafs y t und y* entgegengesetzte Zeichen haben, 

25* 
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mithin P x und P s auf entgegengesetzten Seiten der Abscissenachse 
liegen; die Curve mufs dann, wofern sie iiberhaupt continuirlich von 
Pj bis P 2 verlauft, die x-Achse wenigstens einmal schneiden. Aber 
auch die Sehne P t P 2 schneidet die #-Achse in einem Punkte M 3 , 
dessen Abscisse OM a = x a mittelst der Proportion 
x s —x 1 :x a —x 1 = 0 — y 1 :y a —y 1 
leicht zu bestimmen ist, namlich 


x 


s 




*8— y_i 
yz —Vi 


y i- 


Sind nun x x und x t wenig von einander versebieden, so liegen die 
Punkte P x und P 2 einander ziemlich nabe, und der Curvenbogen 
PjPj, kann naherungsweis mit seiner gleichnamigen Sehne verwech- 
selt werden; dann liegt aber M s dexn gesuchten Durchschnitte von 
Curve und rr-Achse jedenfalls naher als jeder der Punkte M x und 
M a , <L h. wenn x x und x a ein paar Naherungswerthe fiir 
das gesucbte x sind, und wenn y x und y a entgegenge- 
setzte Zeichen baben, so ist x s ein besserer Naherungs- 
wertb. Diese einfache Betracbtung lafst sicb gleicb wiederholen, 
um einen neuen Naherungswerth zu finden. Berecbnet man namlich 
die zu x g gehSrende Ordinate y 3 — f(x s ), so ist dieselbe von Null 
verschieden und bildet daber entweder mit y x Oder mit y a einen 
Zeichenwechsel, wobei wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu 
baben, beispielweis voraussetzen wollen, dais y 3 und y a entgegen- 
gesetzte Zeichen haben mdgen. Die Yerb.indungslinie P 2 P S schnei- 
det die sc-Achse in einem Punkte Jf 4 , und die Abscisse desselben, 
namlich 


x.=x 9 


y a , 


Vs — yz 

giebt nun einen neuen, wiederum besseren Naherungswerth fiir x, 
n. s* w» 

Als Beispiel mag nacb diesem Verfahren die zwischen 0 und 1 
liegende Wurzel der Gleichung 

y = a-S-f-7a — 8 = 0 

berecbnet werden. Indem man zuerst die Wertbe x =*0,1 und 
a; = 0,2 etc. versucbt, findet man 

fiir * = 0,4; y — — 0,19; 

- * = 0 , 5 ; ^ = - 1 - 0 , 58 ; 
daber ist ein genauerer Werth 

0,5 — 0,4 


= 0,4- 


0,53 — (—0,19) 


(—0,19) = 0,426. 
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Diesem entspricbt y = — 0,004, daber combinirt man 
x = 0,426; y — — 0,004; 
x== 0, 5 ; y = + 0,530; 

diefs giebt 

0,074 

x = 0, 426 + . 0, 004 = 0, 42655, 

Der zugehorige Werth yon y ist y — — 0,00003, mithin x =0,42655 
schon ziemlich genau. Vergrofsert man die letzte Dedmale um eine 
Einheit, so wird y positiv, mitMn kann man von der neuen Combi- 
nation ansgeben: 

x = 0,42655; y — — 0, 00002952; 
a: =0,42656; y = -j- 0, 00004214; 
der neue Naberungswerth ist 
0,00001 

* = 0, 42655 + 0 - 0000 fiM • 0. 00002952 = 0, 4265541 

und giebt auf sieben Decimalen genau y = 0. 

§. 21. Im Principe wesentlicb verschieden von den bisberigen 
Auflosungsmetboden ist folgende. Sind a, (t, y, ... v die n Wurzeln 
der Gleicbung 

1 ) X” -(- A t x n ~ 3 . . . + A n _^X + A n — 0 , 

so gilt bekanntlich die Relation 

x n — A 1 x n_ 1 A 8 x*~ 3 — • • • + + A n 

— (x — a) (* — /?) (x — y) (x — v); 

daraus folgt, wenn man — a: an die Stelle von x treten lalst, 

*" + + • • • + 4- A n 

— (* + «)(* + P) (» 4- y) — (* 4- 
und durcb Multiplication beider Gleicbungen 

_ 2 A t ) X s — 2 + (A», — 2A X A 8 + 2 A t ) x 3 *~* 

' -{A\- 2A i A 4> + 2 A X A 8 - 2 A t ) 4- . . . . 

= (** — tt») (x» — /?*) (x* — y*) . . . . (x* — v»). 

Zur Abkurzung sei 

y = x*, 

’B 1 ^A\-2A i , 

)B s =A' t -2A l A s +2A i> 

' \B 9 =A\ — 2A 3 A ti +2A l A 8 —A 8 , 

die vorige Gleichung lautet dann 

y n — 5 1 y" _I 4- B s y n -* — 

= (y — «*) (y — P a ) (y — y * ) — (y — v*) 

In den speciellen Fallen y — a 2 , y — &*, y—y* etc. verschwindet 
die recbte Seite dieser Gleicbnng; die n Wurzeln der Gleicbung 
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3) y n — By- 1 + 5 8 »/- 2 — B s y”~ 3 + . . . = 0 

sind also a 8 , /9®, y®, . . . r®, d. h. die Quadrate von den Wurzeln der 
ursprftnglichen Gleichung 1). Diese Transformation kann leicht wie- 
derholt \rerden ; setzt man namlich g — y * und 
C\ = Bl-2B s , 

C a =Bl - 25 , 5 , 4 - 23 *, 


so erhalt man eine neue Gleidumg 

* n _ cy - 1 + cy - 3 — cy~* + . . . — o, 

deren "Wurzeln die Quadrate von y, d. h. die Biquadrate von x sind. 
Indem man auf diese Weise fortgeht und das erwahnte Verfahren 
jj-mal anwendet, gelangt man zu einer Gleichung 
4) u n _ py-' _|_ py-* _ py ~ 3 + ...== o, 
deren "Wurzeln die 2? ten Potenzen von den Wurzeln der Gleichung 1) 
ausmachen; setzt man zur Ahktirzung 2? = q, so genugen hiemach 
der Gleichung 4) die Werthe 

v = a9, u = §9, u = yl, ... ii = v9, 

und es ist dabei nach §. 5 

P 1 = ° 9 + P 9 + y 9 + S 9 + ...., 

P s = at) 39 -J- ttffy? + otlSl + 

-4- § 9 y q + P 9 8 9 4- . . . . 

+ y*S9 +.... 

P 3 = atfiyl + 

4- afySfi! 4- 

+ 

u. s. w. 


Unter der Yoraussetzung, dafs a, p, y, etc. reell und nach der Grofse 
ihrer absoluten Werthe geordnet sind, etwa 
n*>jS®>y*> .... 

hat man 

C9>/S? > y ?> 

und hier kann man q immer so grofs wahlen , dafs <fl die ubrigen 
Potenzen p", y* etc. bedeutend iiberwiegt. Dann ist nahezu a? 4- 
P 9 + y 5 -+- • • • • einerlei mit cfl, also 

Pi = 

und aus gleichem Grunde 

P a = «f(S 9, P s = alfilyl, u. S. W. 

Diese Gleichungen liefem der Eeihe nach alle reellen Wurzeln, namlich 




V£l 

•P ’ 
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oder bei logarithmischer Bechnung 


5 ) 


log \ S 
log Y 


7 

_ log P» 


7 

logP 8 


7 

u. s. w. 


/og-Pi 

7 ’ 
7 ’ 


Begreiflicherweise sind P 15 P 2 , P 3 etc. sehr grofse Zahlen; man 
berechnet daher nur die Logarithmen der Coefficienten 

Hi > > H j ) 

r nr... 


P P P 

1 1 > r j j *8 > • * • 

und benutzt hierzu die Tafeln der Additions- und Subtractionsloga- 
rithmen. 

Auf die Gleichung 

X* — 15x* + 20* — 2 = 0 
angewendet, giebt dieses Yerfahren zuerst 

y l — 80 y® -j- 221 y* — 340y + 4 = 0 
und als zweite Transformation 

s* — 458s® -1- 22449s* — 113832s + 16 = 0. 

Von hier an steigen die Coefficienten so rasch, dafs wir nur deren 
Logarithmen benutzen und zur Abkiirzung statt mm log £ das ein- 
fache Zeichen J\ schreiben; als dritte, vierte und ffinfte der trans- 
formirten Gleichung finden sich 

s* — 5, 1848065) s 3 + 8, 8482840| s* — 10, 1124984| s g 

+ 2, 408240(j| = 0, 

t* — 10, 3415830| t 3 + 17, 6929980| t * — 20, 2249968| t 

+ 4, 8164800| = 0, 

tt* — 20,6822760| a® + 35, 885976(j| u * — 40, 4499936[ « 

+ 9, 6329600] = 0, 

und zwar sind die Wurzeln der letzten Gleichung 

a = a**, u = l J®*, a = y® s , a = 5 s *. 

Ob man noch weiter gehen soil Oder nicht, entscheidet sich durch 
folgende Bemerkung. Der Coefficient von t 3 ist: 

10,8415830[ = a 16 + /S 1 ® + y 16 + d 16 , 
und der Coefficient yon u 3 : 

20, 6822760| =* «® s + 13®* + y»* + i®»; 
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der letztere kommt beinahe dem Quadrate des ersten gleich, xnithin 
aberwiegen bereits die Potenzen von a so sehr, dafs angenahert 
10,34.. .= log (« ie ) und 20, 68 ... = log (« 8S ) = 2 log (a 1 ®) 
ist, als wenn die Potenzen von ft, y, d gar nicbt vorhanden waxen. 
Diese Bemerkung gilt aucb allgemein, d. h. man wird mit dem suc- 
cessiven Quadriren innehalten, sobald die Coefficienten der transfor- 
mirten Gleichungen quadratisch wacbsen oder, was dasselbe ist, wenn 
ibre Logarithmen sich verdoppeln. Die Coefficienten der letzten Glei- 
chung geben nun nacb den Formeln 5) 

, 20,6822760 

log « — ■ 32 =0,6463211, 

, . 35,3859760 „ 

log § — — 0, 6463211 = 0, 4594910, 

32 

log y — 40 ; - 44 ^ 9 ! - _ 1, 1058121 = 0, 1582502, 

32 

log S = M329600 _ 1; 2640623, = 0, 0369677 — 1, 

32 

mithin sind die gesuchten Wurzeln 

« = + 4,429157; 
jS = + 2,880653; 
y = + 1,439628; 

<? = +0, 108885; 

Urn die Yorzeichen zu bestimmen, substituirt man entweder die ge- 
fundenen Werthe in die ursprflngliche Gleichung oder man benutzt 
die Cartesianische Zeichenregel (§. 8). Vermoge der letzteren sind 
im obigen Falle drei positive Wurzeln vorhanden, und die Summe 
aJIer vier Wurzeln mufs = A, =0 sein; diesen Bedingungen zusam- 
men genhgen nur ein negatives a und positive 0, y, 8. 

Diese Methods ist theoretisch sehr elegant, fur die praktische 
Benutzung aber zu weitlaufig namentlich dann, wenn die grbfste 
Wurzel nur wenig von der nachst kleineren differirt Auch com- 
plexe Wurzeln lassen sich nach demselben Verfahren berechnen, doch 
wird dann die Arbeit noch mQhsamer. Das Nahere hierQber giebt 
die Schrift desErfinders: „Graffe, die Auflflsung der hOheren nu- 
merischen Gleichungen, Ziirich 1837“, womit man einen Aufeatz von 
Encke in Crelle’s Journal der Mathematik Bd. 22, S. 193 ver- 
gleichen moge. 

§. 22. Wir wollen zum Schlusse noch ein AuflOsungsverfahren 
mittheilen, welches sich auf die Bemerkung grflndet, dafs der ganz- 
zahlige Bestandtheil einer irrationalen Wurzel durch Yersuche leicht 
zu ermitteln ist und dafs der gebrochene Bestandtheil auch unter der 
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Form eines unendlichen Kettenbruches dargestellt werden kann. Die 
gegebene Gleichung sei 

*" + a ,** -1 + - f - • • • + + «« = 0 , 

und es bestebe eine ihrer Wurzeln aus der ganzen ZaM a and einem 
echtea Bruche. Setzt maa 

1) x = a + - 

y 

in die obige Gleichung ein, so gelangt maa zu eiaer aeuea GMchung 
von der Form 


+ -M«»* i + ... + 5 n _ 1 y+i B =o 

und wegen i < 1 ist y > 1. Man ermittele nun zun&chst die grBfste 
y 

in y enthaltene ganze Zahl /? und bezeichne den echt gebrochenen 


Best mit die Substitution 
s' 

2 ) 


y=P+i 

z 


liefert dann eine Gleichung von der Form 

z n + c t s *~ l +• c t s*~* + (- <?«_! s + c„ = 

Hier betragt z mehr als die Einheit und daher kann 


3) 



o. 


gesetzt werden, wo y wiederum durch Versuche zu bestimmen ist, 
und u die Einheit iiberschreitet. Man ubersieht unmittdbar, wie sich 
dieses Yerfahren beliebig weit fortsetzen lafst und dais aus den GM- 
chungen 1), 2), 3) etc. die Formel 


4) 


x = a 



1 


v+ j+r.. 

hervorgeht. Die Naherungsbruche dieses unendlichen Kettenbruches 
sind abwechselnd grBfser und kleiner als dessen Gesammtwerth x und 
liefem daher Grenzen, die beliebig eng zusammengezogen werden 
kBnnen. Sollte die gesuchte Wurzel negativ sein, so verwandelt man 
sie gleich anfangs dadurch in eine positive, dais man a 15 o a , a 6 , etc. 
mit entgegengesetzten Zeichen nimmt. 

Als Beispiel diene die Gleichung 


ar® -[- 8a: — 5 = 0, 

welcher ein zwischen 1 und 2 liegendes x geniigt. Vermindert man 
erst ; um 1 nach dem im §. 18 angegebenen Yerfahren, so erh&lt 
man 
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§ 8 +Si*+6|— 1 = 0, 

mitbin , wenn | = - gesetzt wird, 

ft 

*=l-f-i, y t — 6y s — 3 y — 1 = 0. 

Eine Wurzel der neuen Gleichung liegt zwischen 6 und 7 ; man ver- 
mindert daher erst y um 6 , wodurch 

i} 8 + 12ij s + 83ij — 19 = 0 

entsteht, und substituirt dann j 7 = -; diefs giebt 

8 


y =6 19s® — 38a* — 12* — 1 = 0. 

z 

Zwischen 2 und 3 liegt ein Wertb des daber ist die weitere 
Rechnung 

s = 2+i, 5t s — 84f* — 81/ — 19 = 0, 


mit.hin 


u 


XL S. f. 


x 


1 


1 



1 

17 + ... 


oder x= 1,154... 

In den meisten Fallen ist dieses von Lagrange (swr la resolu- 
tion des equations numeriques ) berrflhrende Verfabren zu weitlaufig 
fQr den Gebrauch und es bat daber nur nocb ein bistoriscbes Inter- 
esse; zur praktiscben Berecbnung der Wurzeln empfiehlt sicb immer 
die Homer’scbe Metbode als die kflrzeste und sicberste. 


IV. Die irrationalen Gleiehungen. 

§. 23. Eine algebraiscbe Gleicbung beifst irrational, wenn sie 
irrationale Functionen der unbekannten Grofse entbalt, wie z. B. 

S 

4 - a + + 6 + c = 0 . 

Um eine solche Gleichung auf die rationale Form 

x m 4- «j at*' 1 + Oj ar m-a + . . . + «„_,* + a m = 0 
zuriickzubringen, kann man ein Radical nach dem anderen durch suc- 
cessive Potenzirungen wegscbaffen. Zu diesem Zwecke giebt man z. B. 
der obigen Gleicbung erst die Form 



IV. Die irrationalen Gleiohungen. 395 

und erhebt beiderseits auf die dritte Potenz; das Besultat lafst sich 
folgendermaafsen anordnen 

(Ax — j — £t Ax — j — d 

= — [{SAc + B) x + Sac + b + c»] 
und wenn man beiderseits quadrirt, so gelangt man zu einer cubi- 
schen Gleicbung f£Lr die Unbekannte x. Dieses Verfahren ist noch 
einer wesentlichen Modification fahig, die wir erst an einem Beispiele 
auseinander setzen wollen. 

Die gegebene Gleichung sei 

x -J- 6 V* = 91; 

nacb dem Vorigen ist die Form 

x — 91 = — 6 "j/i 

herbeizufuhren und dann zu quadriren, wodurch die quadratische 
Gleicbung 

( 'x — 91)® = 6a: Oder x a — 21 8 x = — 8281 
entsteht, deren Wurzeln sind 

a? =49 und x — 169. 

Der erste Werth geniigt in der That der gegebenen Gleichung, vom 
zweiten Werthe gilt diefs aber nicht, vielmehr enthaJt er die Auf- 
losung der Gleichung 

x — 6 V* = 91. 

Dafs hier eine fremde Wurzel hinzugekommen ist, hat seinen Grand 
in der Operation des Quadrirens; bei dieser geht namlich das Vor- 
zeichen von ~\/x verloren, und daher fuhren die beiden verschiedenen 
irrationalen Gleichungen 

x — 91= — 6 yir und x — 91 MV* 

zu einer und derselben rationalen quadratischen Gleichung. Achtet 
man gleich anfangs auf die Doppeldeutigkeit jeder Quadratwurzel, 
so kann man die rationale Gleichung auch kfirzer finden, indem man 
sagt: so lange das Vorzeichen von V* nicht bestimmt ist, liegen in 
der Aufgabe x + 6 ~\fx — 91 eigentlich zwei verschiedene Gleichun- 
gen, namlich 

x — 9 1 -J- 6 V* == 0 und x — 91 — 6 V*=0; 
beide sind gleichzeitig losbar, wenn man ihr Product zum Verschwin- 
den bringt, also 

(*—91 + 6 Yx) (,r— 91 — 6 V*) = 0 
setzt, und damit gelangt man zu derselben quadratischen Gleichung 
wie vorhin. 

Dieses zweite Verfahren gewahrt namentlich damn einen Vortheil, 
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wenn mehrere Wurzeln vorkommen. So sind z. B. in der Gleiehung 
+ a -h yBx + b + ycx + c = 0 

vier verschiedene Aufgaben enthalten , welche hervortreten, sobald 
man die Badicale im absoluten Sinne nimmt and ihnen alle moglichen 
verschiedenen Yorzeichen giebt, n&mlich 

■{* yAx -j™ a 4~ y Bx 'i* b — (— y Cx c ** 0, 

— yTxT'a + yTx+b + ycx+c=o, 

+ yjx + a — yBx + b + ycx + c= 0, 

— j — ~y . A x -|" a Bx — | — b — ~y Cx 4 — c ■ — 0. 

Das Product dieser vier Gleichungen ist rational und zwar 
— (Ax ay — (Bx + by — (Cx + c)* 

+ 2 (Ax + a) (Bx+b) + 2(Bx + b) (Cx + c) + 2 (Cx + c) (Ax + a) 

= 0 

Oder bei Anordnung nach Potenzen von x 

(A* -y B* 4- C* — 2 AB — 2BC — 2CA)x* 

+ 2 (Aa + Bb-\-Cc — Ab — Ba — Bc— Cb—Ca — Ac)x 
4- a* 4“ b s c* — 2 ab — 2 be — 2ca 

= 0 . 

Als Zahlenbeispiel diene die irrationale Gleiehung 
+ y2x + 7 + y6x+19 + y23x + 41 = 0; 
ihr entspricht die quadratische Gleiehung 

I77x* + 130x— 307 = 0 

mit den Wurzeln 


x = 4- 1 und x = — 

Die beiden existirenden AuflSsungen sind hiemach 

+ 34-5 — 8 = 0, 

25 39 14 

ym ym + ym“ 

§. 24 Um das so eben benutzte Verfahren auf den Fall auszu- 
dehnen, wo Badicale hdherer Grade vorkommen, muls man sicb er- 

A 

innero, dafs ein Ausdruck von der Form y* vieldeutig ist und die 

» Werthe von q^, q z K> ...$»£ besitzt, worin f Jt q t , ... q a die 
» « 
n Werthe von yT bedeuten und t der absolute Werth von Ye ist. 

Um hiemach die Gleiehung 

1 ) yir+i 4™ Vbx 4“ b 4 * c m 0 1 

rational zu machen, bezeichne man fiir den Augenblick den abso- 
luten Werth von yAsc 4- a mit « und den absoluten jWerth von 
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* 3 

YBx + i mit v; die drei Werthe von ~\J3x + & sind dann q t v, q s v, 
q s v, wo 

8 _ 

q = y l oder q s — 1 = 0 

ist. In der Aufgabe 1) liegen nun folgende sechs specielle Gleiehungen 

+ u + Qi v + c = 0, 

+ « + ?»» + o = 0> 

g\ + u + $8 V -h c — °> 

' — a y t v + c = 0, 

— « + p 4 » + c = 0, 

U Q S V + C = 0 . 

Das Product der drei ersten Gleiehungen ist 
(♦ + a) 3 (c + a) 8 (j> x + + Qs) v 

+ ( c + «) (,Qi9i + PiOg + ?a? 8 ) »* + QiQsQa » s = 0; 

da Qi, q a , q & die Wurzeln der Gleichung — 1 = 0 darstellen, so 
hat man 


0i+92+0s = °> Pi?s + QiQs + = °> 0i?2?»— h 

mithin einfacher 


(c + a) 3 4- v s =o 

oder 

(c 8 + 8 ca 8 -+-»*) -f-a(8c 8 4-«*) = 0. 

Als Product der letzten drei Gleiehungen in No. 2) findet man auf 
dieselhe Weise 

(c 8 -f- 3 ca 8 -(- v a ) — a (8 c* -(- a*) = 0, 
mithin ist das Product aller sechs Gleiehungen 

(c s + 8ca 8 -|- ti 8 ) 8 — a* (8e 8 -f-a 8 ) 8 =0. 

Hierin kommen nur tt 8 — Ax + a und » 8 = Bx + 6 yor, und daher 
ist die gesuchte rationale Gleichung 

3) [c*® “f- 8 uc -j- b (3 -Ac -J— S) a?J 8 
— (Ax -f- a) (3c 8 + a 4* Ax)* = 0, 

oder 

4) A s x 3 + [3^ s (a — c 8 ) — B (6 Ac -f- 5)] ** 

-f- [8 A (a — c 8 ) 8 — 6 Abe — 2B(8ac + ^ + c 8 )] * 
-(-[(a — e 8 ) 8 — 4 (6 ae -J - 4 + 2 c 8 ) = 0 . 

Zur Aufldsung des Zahlenbeispieles 

y*- + 4 + yar-l-3-f-l = 0 

ist hiemach 

X s -f-2a? 8 — 28* — 60 = 0; 
daraus folgen die Werthe 

ar = -(-5, x = — 8, x = — 4, 
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•welchen die Auflosungen entsprechen 

— i/9+y8+i=o, -yr+yo+i-o, 
yo + y=r + 1=0. 

Diese Beispiele zeigen hinreichend, wie irrationale Gleichungen 
rational zu machen sind. Ein anderes Verfahren, welches die Kennt- 

tt _ 

nils der n verschiedenen Werthe von yi nicht erfordert, werden wir 
in §. 30 erfirtern. 


V. Die transcendenten Gleichungen. 

§. 25. Unter dem Collectivnamen der transcendenten Gleichun- 
gen fafst man meistens alle diejenigen Gleichungen zusammen, welche 
weder zu den rationalen noch zu den irrationalen gehoren. Durch 
passende Umfonnungen oder Substitutionen lassen sich manche tran- 
scendente Gleichungen auf eine algebraische Form zuriickfiihren, und 
man mufs daher reductibele und irreductibele transcendente Glei- 
chungen unterscheiden, falls man es nicht vorzieht, nur die irreduc- 
tibelen Gleichungen als die eigentlich transcendenten anzusehen. Wir 
beschaftigen uns zun&chst mit den hauptsachlichsten Forrnen der re- 
ductibelen Gleichungen. 

Bezeichnen A, B, G, . . . Constanten, <p(x), ip(x\ %(x), . . . alge- 
braische Functionen von x, so hat die Gleichung 

Jtp(X) Q%(t !) _ 

zwar eine transcendente Form, wird aber zu einer algebraischen, wenn 
man die Logarithmen nimmt, namlich 

a <P (*) + b V (*) + e %(x) + . . . = k, 
wo zur Abkurzung log A = a, log B — b u. s. w. gesetzt worden isl 
So fQhrt z. B. die Gleichung 

2* . 7''' = 392 

zu der irrationalen algebraischen Gleichung 

log 2 . * + log 7 . y5* — 11 = log 392; 
macht man dieselbe rational, so erhalt man die quadratische Gleichung 

2 log 2 . log 392 + 5 . (log 7)* ( log 392)* + 11 . ( log 7)* 

(log 2)* * (log 2)* 

Oder 


** — 56, 6856 ... a: = — 160, 9068 . . ., 

deren Wurzeln 

x = 8 und *= 53,6856... 
den beiden Aufgaben 
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2 * . 7 V/6aN_u = 392 und 2* . 7— V' 5 *- 11 _ 393 

entsprechen , wenn Y5x — 11 im absoluten Sinne genommen wird. 

Zu den reductibelen Exponentialgleichungen gehort noch die fol- 
gende 

A + bJ x + Ca vx -f- =0, 

denn sie geht durch Substitution von a x = y uber in 

A -\- By^ + + • * • = 0, 

woraus man y und nachber x = a log y findet. 

Gleichungen, in denen nur goniometriscbe Functionen eines un- 
bekannten Winkels vorkommen, lassen sicb dadurcb reduciren, dafs 
man eine dieser Functionen als Unbekannte ansieht und die bbrigen 
Functionen durch jene ausdrttckt. So giebt z. B. die Gleichung 

a cos u -)- b sin it = c, 
wenn cos u = x gesetzt wird, 

ax + b yr- a?* = 0. 

Meistentheils tbut bei solcben Gleichungen die EinfQhrung eines 
Htdfswinkels noch bessere Dienste. In dem vorliegenden Falie z. B. 
lassen sicb a und b auf folgende Weise darstdlen 
a — rcos 8, b*=rsin$, 

so dafs 



ist; die vorige Gleichung geht dann uber in 

r cos 9 cos u -\-r sin 8 sin u — c 

oder 

cos (it — 8 )=^ = 

Hieraus erhslt man die Werthe von « — e, mithin auch die von «, 

wenn man die Werthe von « — 8 um 8 = arctan ^ vergrSfsert. 

§. 26. Zur Auflosung von irreductibelen Gleichungen bedient 
man sich gewbhnlich des in §. 20 auseinandergesetzten Yerfahrens, 
dessen Princip bei jeder Gleichung f(x) = 0 anwendbar bleibt, wo- 
fern fix) von x = x x bis x — x 2 continuirlich verlauft , und die 
Werthe y, = f(xf) und y t — fix g ) entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen. Wenn die N aherungswerthe x 1 und x t diese zwei Bedin- 
gungen erfttllen, so ist dann 



in der Regel ein genauerer Werth von x. 
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Als erstes Beispiel m5ge die Gleichung 


logx=> — oder y — log x- 


x 

io : 


dienen. Hit HUlfe der logarithmischen Tafeln findet mail zunachst 
ohne Kechnung, dafs x zwischen 1,3 und 1,4 liegt, und zwar ist 
far * = 1,3, y = — 0, 016, 

- jr = 1,4, y S5s= —J— 0,006, 

mithin genauer 

0,1 


*=l,8 + 


. 0,016 = 1,87. 


0, 022 

Femer entsprechen einander die Werthe 

*=1,87 und y — — 0,00028, 

*=1,88 - y = +- 0, 00188, 

daher ist der nachste N&herungswerth 

0,01 . 0,00028 


*=1,87 + 


1,3718. 


0,00216 

Durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhalt man 
* = 1, 13712884 . . log x = 0, 13712884 . . . 

Als zweites Beispiel nelunen wir die Gleichung 
* = cos x oder y — x — cos x — 0, 
worin x einen Bogen des ersten Quadranten bedeuten m8ge. Durch 
Vergleichung der Tafel far die Langen der einzelnen KreisbQgen und 
der natflrlicben goniometrischen Tafeln findet man sofort, dafs * un- 
gefahr der Bogen von 42° ist; man hat namlich 

fOr * = arc 42°, y = 0, 788 — 0, 743 = — 0,010, 

- * = arc 48°, y = 0, 750 — 0, 731 = + 0, 019, 
mithin genauer 


x — arc 42° + , o, 01 

1 A AOQ 3 


oder 

Femer ist 


0,029 

x = arc 42 0 20'. 


arc 42° + 0,0058 . . 


fBr * = arc 42° 20', y = — 0, 00038, 

- * = arc 42° 21', y = + 0,00010, 
und hieraus ergiebt sieh als folgender Naherungswerth 

„ , o, 00029 

* = arc 42® 20 + . 0, 00088 

1 0, 00049 

= arc 42° 20' + 0, 00028 = arc 42° 20' 47". 
Oombinirt man ihn mit der Annahme * = 42° 20' 48", so findet man, 
dafs derselbe noch um 0",2B zu vergrofsem ist 
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VI Gleichung-en mit mehreren Unbekannten. 

§. 27. Wir beschaftigen uns zun&chst mit dem allgemeinen Pro- 
bleme, n Gleichungen ersten Grades zwisclien n Unbekannten aufzu- 
losen; die Losung desselben berubt auf einigen Hiilfss&tzen, die wir 
vorausschicken miissen. 

Es seien n von einander verscbiedene GrSfsen 
a, b, c, h 

gegeben und aus ihnen die Differenzen zwischen jeder GrSfse imd 
alien ihren Vorgangem gebildet, namlich 

b — a, 

c — a, e — b, 

d Qy d by d "™" Cy 


h dy k by h — Cy . . * . . h g y 

das Product derselben 

P n = (b — a) (c — a) (e — b) . . . . (A — a) (h — &)...(& — g) 
besitzt dann die Eigenschaft, dafs es jedesmal gleich Null wird, so- 
bald man fiir eine der GrSfsen eine der tlbrigen setzt. So wird z. B. 
P B = 0, wenn man statt a iiberall b scbreibt Oder wenn c durch g 
ersetzt wird. Der Grand dieses Yerschwindens liegt einfach darin, 
dafs P alle moglichen Differenzen zwischen a, b, . . . h als Factoren 
enthalt und dafs folglich bei jeder von den erwahnten Substitutionen 
ein Factor = 0 wird. Denkt man sicb das Product entwickelt, z. B. 
bei drei GrSfsen 

P s = (b-a)(c-a)(c-b) 

= bc s — b^c -|- e « 2 — c i a + ab* — a*b, 
so bleibt die genannte Eigenschaft des P ungestSrt, und das Ver- 
schwinden des Productes geschieht dann auf die Weise, dafs sich zu 
jedem Summanden ein anderer findet, welcher ihm gleich und ent- 
gegengesetzt ist, wie man an dem obigen Beispiele prttfen kann. Aus 
dem entwickelten Producte bilden wir einen neuen Ausdrack, indem 
wir jeden Potenzexponenten in einen gleichgrofsen Index verwandeln, 
wodurch z. B. o 8 6*c T in a 8 & 2 c T oder 5 8 c 6 = a°b*c 6 in a 0 l t e t 
iibergeht; diesen neuen Ausdrack nennen wir Q n . Hiemach ist z. B. 

^ j ™ ^ q b j^C ^ l— ”” b o C 2 b j C g CL ^ | C q CL J b g ~~~~~ C gd^b ^ 

und zwar bildet Q s eine gewisse Function der neun Buchstaben a 0 , 
■a t , a t , b 0 , b lt b s , c 0 , e x , c 2 . In gleicher Weise ist Q n eine g e- 
wisse Function der n* GrSfsen 

SchlBmilch algebr. Analysis. 6. Aufi, 


26 



402 


Die hSheren Gleiehungen. 


a 0I *09 c 0 » "'?«i *0. 

a 19 *19 c l> "‘&l> * 19 

9 *29 ‘‘"02* *29 


a n— l * *»— 19 — 19 • • • £*— i 9 — 19 

und heiTst die Determinants derselben. Man bezeichnet sie ent- 
weder kurz mittelst eines Summenzeichens, indent man 

<?«= -S(+ « 0 *i c 8 • • • «■«-» A »_i) 

schreibt, Oder ausfuhrlieher durcb 



a 0> & 0> 

• ■ ■ • Aq 

5 s 

II 

a t , b x , 

y \‘ A * 


a »— 1 i *n — 1 9 

.... A n ^. 1 


Die Determinante Q„ besteht aus n(n — 1) theils positiven theils 
negativen Gliedem, deren jedes von der Form a p l q ... A, ist; die 

Indices p, q, s werden durch alle moglichen Vertauschungen der 

Zahlen 0, 1, 2, (» — 1) gebildet, und dabei erh&lt der betref- 

fende Summand das positive oder negative Vorzeichen, jenacbdem 
die Anzahl der Vertauschungen gerade oder ungerade ist. Dieser 
Bemerkung folgend, kann man jede Determinante auch direct ent- 
wickeln, z. B. 


■ 2 (± a o A i c * rf s) = 


a o 1 

K, 

C 09 

^0 

a i t 

K. 

C 19 

*1 

3 

*2 9 

C 2 » 


“*> 

*8 9 

C 8 » 

*8 


— a o*i c 2^3 — ' a o*i c s^2 4~ ®o*2 c s^i a o*2 e i^* 

+ «o A 8 c i rf t + “o6 3 c i d 1 

a i^0 C i^3 “f“ a i^Q C 3 d i a ±^St C 3 d O 4“ a i^2 C 0 d 3 

a i^3 C 0 d 2 + a i&& C * d O 

" | — r " 4 ” ^ 2 ^ 1 ^ 3^0 0^3 

— 1 1 Q d i 

_ | 1 ^ 8 ^ 0 ^ 1 ^ 8^1 ^ 2^0 " 4 ™ 

a 8*2 c 0^1 4” a S*2 e 1^0‘ 

FQr das Folgende ist besonders der Satz wichtig, dafs die 
Determinante jedesmal verschwindet, wenn statt eines der Buchsta- 
ben a, b, c, . . . h einer der dbrigen gesetzt vrird. Bei dem ent- 
wickelten Producte P„ fand diese Eigenschaft statt, weil dann jeder 
Summand durch einen gleichen und entgegengesetzten aufgehoben 
wurde; die Verwandlung der Exponenten in Indices stdrt diese Gleich- 
heit und die Vorzeichen nicht, mithin gilt far Q n dasselbe vde fiir 
Pi>. Dieser Satz l&fst sich auch in Gleichungen darstellen, wean man 
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die Determinante entweder nacli den a oder nach den b u. s. w. an- 
ordnet. Bezeichnen wir z. B. mit A 0 a 0 die Snmme alter Glieder, 
welche den gemeinschaftlichen Factor a 0 besitzen, mit A x a x die 
Summe alter den Factor a x entbaltenden Glieder u. s. f., so stellt 
sich Q„ enter die Form 

Qn — A 0 a 0 -f- A s a s + . . .+ A n _ l a n _ t , 

und zufolge der vorigen Bemerkong gelten zusammen die Gleichungen 
0 = A 0 b o -(--<^ 1^1 -(-••• + A n _ x b n _ x , 

0 = A t c a •• • + i c «— u 

0 = A t b 0 -\~A x h x -j-... + 

Mit Hfllfe dieser Relationen gdangt man zu einer directen Auf- 
losung des folgenden Systemes von n linearen Gleichungen zwischen 
den n TJnbekannten x, y, e, . . . w: 


a o x + b oB 

+ °0* 


■ +b 0 v> 

— ^0> 

a x x + b x y 

+ 0 I s 


• -f— h 

=*1, 

a 9 x +b s y 

+• c 9 z 


•+v 

= 

ffln-i*+ A n_ a y + c n- 

-1*+ 

■ + ^0-1 

• • • 


Man multiplidre namlich die erste Gleichung mit A 0 , die zweite mit 
A x , die dritte mit u. s. w. ; die Summe aller Producte ist dann 
(A 0 a 0 + A x a x + A i a i + ... + x 

+ (-^ 0*0 ~\-A 1 b i + A a h a +A n _ l b n _ x )y 
+ (.A 0 e 0 + A ,c 2 + ... + » 


-\~(A 0 A 0 -\-A 1 h x + A t A a + ... + 

= A 0 k 0 A~A 1 k 1 

Der Coefficient von x ist die Determinante Q„; die Coeffidenten von 
y, e, ... to sind zufolge der obigen Relationen s&mmtlich = 0, mit- 
hin enth&lt die Gleichung nur die eine Unbekannte x. Auf der rech- 
ten Seite steht gleichfalls eine Determinante, welche sich von der 
Determinante Q„ dadurch unterscheidet, dafs k an der Stelle von a 
steht, mithin ist 

x __ i) 

^(+a 0 M* •••*—,) 

Zur Bestimmung von y dient ein ganz analoges Verfahren. Man 
ordnet namlich Q„ nach b 0 , b x , ... b n _ 1 , 

Qn = B 0 b 0 + B 1 b 1 B i b s + . . • + 
und bemerkt, dafs dieser Ausdruck verschwindet, wenn b durch einen 
der Buchstaben a, c, d, ... h ersetzt ward; man multiplicirt dann 

26 * 
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die aufzuldsenden Gleichungen mit S 0 , B lt . . . B n , und addirt, 
wobei die Goefficienten yon x, g, to zu Null werden; man erhalt 

« — g 0^1 C 8 • * * l) 

V ^(± a 0 J i c 2 • • • 

Auf gleiche Weise findet man 

_ __ t g 0^l^2 • ' * ^n— 1 ) 

■£(± a o^l e a ‘ • * ^n— 1 ) 

u. s. w. bis zuletzt 


w _ -S(+ «o • • • jn-Jn- j) 

-^(± a o b l e t • * ■ Sn— s^n— i) 

Diese sehr elegante, im Princip schon von Leibnitz angegebene Auf- 
Ibsung ist nichts Anderes als eine Yerallgemeinerung des bekannten 
Subtractionsverfahrens; so sind z. B. J. 0 , A x , ... A„_, die Factoren, 
womit die einzelnen Gleichungen multiplicirt werden mflssen, damit 
nach der Addition alle Unbekannten auTser x wegfallen. Zugleich 
ersieht man, dais die Werthe von x, y, . . . w einen gemeinschaft- 
lichen Nenner besitzen, wie bei Gleichungen mit zwei oder drei Un- 
bekannten schon aus der Algebra bekannt ist.. ■ • 

§. 28. Der spedelle Fall 

*o = *i=* 2 

verdient etwas naher betrachtet zu werden. Nach geschehener Ad- 
dition ist namlich gemaXs der vorigen Methode 


Q n x — 0 , Qijy — 0 , .... Q n w — 0 , 
und daraus folgt entweder 


oder 


x=* 0 , -y = 0 , . . .-. w == 0 ■ 


0n = 0. 

Diefs giebt folgenden Satz: wenn den «Iinearen Gleichungen 
+ b o y 4- c 0 s -f -...A 0 w =0, 

fljj. ■ J ■ c * |" ... AjW . 0, 


a^_,x+b n _ 1 y+c n _ 1 x+...A„_ l w=0 

noch andere Werthe als x = y . . . = to = 0 genugen 
sollen, so muXs die Determinante 


o 

o 

SS 

. , , Aq 

1 

• • • A ^ 

a n~i> 

• • • & A — t 


von selber verschwinden. 
Den drei Gleichungen z. B. 
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a o*4" V4-«o* = 0 > 

a i* + b x y + c x z = 0, 
a t x + b a y + c a s — 0 

genugen aufser x = y — z — O nur dann noch andere Werthe, wenn 

a o (Vs — Vi ) 4- a i (Vo — Vs) + a * (# 0 *! — Vo) ==* 0 
ist. Das n&mliche Resultat findet man auch auf dem gewbhnlichen 
Wage; setzt man namlich 



so hat man zwischen den zwei Unbekannten f und rj die drei Glei- 
chungen 

a o% + V + c o = ®» 
a i£ 4" b i r l + Cj = 0, 

V 4" ha 7 ! 4" a * = 0. 

Die beiden ersten liefem die Werthe von £ und t], nach deren Sub- 
stitution die letzte Gleichung in die obige Bedingung ttbergeht 

Eine andere Form des vorigen Theoremes entsteht durch die Sub- 
stitutionen 


wobei vorausgesetzt ist, dais x, y, z, . . . w nicht den Werth Null 
haben. Betrachtet man. namlich §, rj, £, . . . v als n — 1 neue Un- 
bekannte, so hat. man den Satz: die n — 1 Unbekannten £, rj, 
£, . . . v kbnnen den n linearen Gleichungen 

V + V +*-*+5 - o v "Vo — 

Ajl 4-^!^ +••• -\~S\ v +^i — o, 


4- b »-,v 4- • ••• 4- g-*-,” 4- V, — o 
nur unter der Bedingung gentigen, dafs die Determinante 


a o > 

*0. 

• • • §> 0 > 

^0 

a l> 

*1. 

• • * #1 f 



9 

• • • &n— i j 



yon selber yerschwindet. 

§. 29. Wie in §. 27 , so kommt es auch bei mehreren nicht- 
linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten darauf an, aus den 
gegebenen Gleichungen eine neue Gleichung herzuleiten, welche nur 
eine Unbekannte enthalt, also die iibrigen Unbekannten zu eliminiren. 
Bevor wir an die allgemeine L&sung dieses Problemes gehen, besch&f- 
tigen wir uns erst mit einem einfachen Falle desselben. 

Denkt man sich zwei Gleichungen yon den Eormen 
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1) « 0 + «i« + *s“* + • • • «»“* = 0, 

2) (i 0 + /^a -f- P a a 2 + • • . /?»«“ = 0 

gegeben, beide nach u aufgelost und die erbaltenea Werthe einander 
gleichgesetzt, so bleibt xrar eine Gleichung zwischen den Coefficienten 
a 0 , a!, ... a m , /S 0 , fi lt ... /J„ fflbrig, und diese ist das Resultat der 
Elimination von u aus jenen Gleicbungen. Sie sprichfr zugleich die 
Bedingung aus, unter welcher die ursprfinglichen zwei Gleichungen 
wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzel baben, denn nur in diesem 
Falle ist einer der m Werthe von u aus No. 1) gleich einem der n 
Werthe von u aus No. 2). Das oben erw&hnte Eliminationsverfahren 
bietet keine Schwierigkeit , wenn m und » die Zahl 2 nicht tlber- 
steigen, bei grSfseren m und n dagegen wtlrde es bald an der Un- 
mSglichkeit der Auflosung von Buchstabengleichungen hoherer Grade 
scheitem. Wir gehen defshalb einen anderen Weg. 

Solange man die Werthe von u nicht hat, solange sind die Fotenzen 

a 1 , a* , a 8 , .... a“ +B 

gleichfalls unbekannte Grofsen und m5gen kurz mit 


bezeichnet werden. Die Gleichung 1) multipliciren wir nun der Reihe 
nach mit w, «*, « s , . . . u n und stellen alle neuen Gleichungen unter 
einander, indem wir die eingeftihrte Bezeichnung anwenden; die Glei- 
chung 2) behandeln wir fihnlich durch Multiplication mit «, «*, «*, 
....«*; hierdurch entstehen folgende m + n Gleichungen 


«0«1 

+ u i u * 

+ tt 2 a S 

H- 


_ 

0, 


tt 0«2 

+ «1«S 

+ 

. . . . + Vm. 

= 

o, 



tt O a 8 

+ 


= 

0, 





«o«» + 

4- «»«»+« = 

0; 

0O«1 

+ 0l a 2 

+ P» U S 

+ 

+ A»«n +1 

= 

0, 


0o a 2 

+ 0i a 8 

+ 


= 

0, 



IVs 



0, 





Po U n + 

HH Pn u n+» 

0. 

sind 

die m + n Unbekannten « 15 «„ . 

. . « m1n enthalten. 


die Gleichungen sind in Beziehung auf dieselben vom ersten Grade, 
wfihrend rechter Hand lauter Nullen stehen. Nach dem ersten Satze 


des vorigen Paragraphen kSnnen diese Gleichungen nur dann zusam- 
menexistiren, wenn entweder w, = u a ... =« m , n = 0 ist, oder 
wenn die Determinante des Systemes verschwindet; der erste Fall 
findet im Allgemeinen nicht statt, mithin mufs.die zweite Bedingung 
erfflllt sein, namlich 
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n? 0, 0, ••• 

• i Oj • • • i 
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a 0 1 


a 2 , .. 

o, 

a Q> 

tt v • • 

o, 

0, 


Po> 

p\> 

&v • • 

o, 

;-'0> 

Pl> • • 

0, 

0, 

Po> • • 




o, 


0, 
U o, 

• Pnj 


> 0 . 


3) 


4) 


Da in dieser Gleichung kein u yorkommt, so ist sie das Resultat der 
yeriangten Elimination. 

11s erstes Beispiel m6gen die beiden Gleichungen 

j«o +“i« + «s“* = 0, 

[0o + Pi tt + lV a — 0 

dienen. Die vier einzelnen Gleichungen sind hier 

«o«i +«i«* 4 -“s" 8 =°. 

“o“s + “i“s + a a u i = °» 

Po U l + Pl U a + Pa U 3 — °> 

Po u a + Pi u a + Pa u t — °> 
mithin ist die Schlufsgleichiing 

«0» c l> a 2> ® 

0, « 0 » «i> «» 

Po> Pi> Pa> ® 

®> Po> Pi> Pa i 

oder entwickelt nach der Formel fur -2(+ 

6) ( a o Pi a iPo ) ( a iPi a aPi ) ( a o Ps ~~ a aPo) a zl= ®* 

Da vide Glieder der Determinante 5) wegf alien, so thut man besser, 
die Gleichungen 4) erst zu yereinfachen, indem man aus ihnen « 4 
diminirt; es bleiben dann folgende drei Gleichungen 


5) 


= 0 


«o»i 

P o«i 


+ “i«2+«2«8 

+ Pi u t+Pa u s 


= 0, 

= 0 , 

if 

(«o Pa —«aPo) u a + (“i Pa ~~ tt aPi) u a = °> 
deren Determinante 

a 


«o> "i > 

Pa> Pi > Pa> ~® 

®» u o Pa tt aPo} a iPa ~~ tt aPi 

bequemer entwickelbar ist und mit No. 6) iibereinstimmt 

Als zweites Beispid diene die Elimination yon « aus den beiden 
Gldchungen 

(a + hu -J- c«* = 0, 

| ^ -4" Su “(^ Cu^ ■}" Dv? » 0. 

Man hat hier folgende ftinf Gleichungen 


7) 
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au x -f- bu t +c«j = 0, 

, aa, + 4“ Mi = 0 , 

au 9 + tMk 6 =0; 

Au x Bit ^ 4"* Cu 9 —j— Du i =sOj 

Au g -j- Bu s -j- Ca 4 + Du & = 0, 
welche sich durch Wegsehaffung von u b und u i auf drei redueiren, 
nfimlich 

au x -j" bu g “I* 4" — 0, 

Acu 1 -}- ( Be — Da) u g 4~ (Cc — Db)u g = 0, 

(Ac* — Cac + Dab)u t 4~ (Be® — Cbc — Dac 4- Db*)u t = 0; 
sctzt man zur Abkflrzung 

A = Ac, B' = Be — Da, C‘ = Cc — Db, 

S' = Ac * — Cac + Dab, C" = Be* — Cbc — Dac -+- Db*, 
so ist die Determinante der letzten drei Gleichungen 

a, b, c 
A, It, C = 0 
0, B", C 

oder entwickelt 

8) a (KC" — It' C') — A (bC" — cB") = 0. 

In dm speciellen Falle, wo die Gleichungen 7) die einfachere 
Form haben 

A + Bu+ Cu* + Du* = 0, 

B 4- 2C« 4- 8 Du* = 0, 

geht die' resultirende Gleichung 8) in die folgende fiber 

f>±ABCD — 12 AC* — %IA*D* 4-3B*C* — 12B S 0=O. 

§. 30. Wenn aus zwei gegebenen rationalen algebraischen Glei- 
chungen 

$>(*» y) = o> y(*> y) = ° 

die Unbekannte y eliminirt werden soil, so ordnet man beide Glei- 
chungen nach Potenzen von y und erhfilt dadurch die Formen 
p o + p i y +-P 2 y* 4- • • • + p n y m = 0, 

Qo + Qiy +Qay* + • • • + Qny n = o, 
worinP 0 , P x , ... P ffl , sowie Q 0 , Q x , ... Q„ Functionen von x sind; 
die Anwendung der vorhin auseinandergesetzten Methode ffihrt dam> 
zn einer Gleichung, welche kein y sondem nur noch x enthalt. 

Um z. B. y aus den Gleichungen 
h\ I . a* 4- by 4- c = 0, 

} )Ax* + By* + 2Cxy + D = 0, 

zu eliminiren, ordnet man erst wie folgt 
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(ffx + c) + by =0, 

( Ax 2 D) - |- 2 Cary -|- By * = 0 ; 

diefs giebt nach der vorigen Methode 


ax -j- c, b ,0 
0 , ax c, b 

Ax i ' r -\- D, 2 Car , B 


= 0 


Oder entwickelt 

2) ( Ab 2 + Ba» — 2 Cab) X s + 2 (Ba — Cb)ex + Be 2 + Db* = 0. 

Bei mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten eliminirt 

man mittelst desselben Verfahrens eine Dnbekannte nach der anderen. 
Als Beispiel mag die Aufgabe dienen, aus den beiden Gleichungen 

3) x t -[- 2y* = 48, X s — ary =10 

eine neue Gleichung herzuleiten, welche nur die Unbekannte 2 y — x 
enthalt. Setzt man hier 


4) 2 y — ar = », 

so hat man drei Gleichungen mit den drei Unbekannten x, y, e, 
von denen die beiden ersten zu eliminiren sind. Durch Wegschaf- 
fung von x reduciren sich die Yorhandenen drei Gleichungen auf fol- 
gende zwei 

5) (s 2 — 48) — 4sy + 6y* = 0, 

6) (** — 10) _ 8zy + 2y* = 0; 
nach den Formeln 3) und 6) in §. 29 wird hieraus 

(s® 4- 89s) 10* — (4s 2 + 26)* = 0 

oder 

3s 4 — 341 * 2 4-838 = 0. 


Die Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung sind 

, , 26 26 
*’ + V5' 


= 4’ 


ihnen entsprechen als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen 5) 
und 6) 


y = 4- 3, —3, 



woraus nach No. 4) die Werthe folgen 


11 

V6’ 


x 


6 , — 6 , 



4- 


4 

Vi" 


Dasselbe Verfahren kann auch zum Rationalmachen irrationaler 
Gleichungen benutzt werden, me wir an dem, in §.23 gegebenen 
Beispiele 

~\/Ax 4-a 4- ~]/Bx 4 - b 4- e = 0 
zeigen wollen. Substituirt man n&mlich 


SchlOmilch algebr. Analysis, 6. Aufl. 


27 
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~\jAx -{-a—y, mithin Ax + a^y 2 , 
a 

Bx b = 2 , - Bx b = 2 s , 

so lafst sich die genannte irrationale Gleichung durch die drei ratio- 
nalen Gleichungen 

y + 5 + css =0i 

Ax -f- o — y 2 — 0, Bx -(- b — s 3 =0 
ersetzen, und aus den letzteren sind y und a zu eliminiren. Durch 
Wegschaffung von a entstehen die beiden Gleichungen 

{Ax + a) —y 2 —0, 

(Bx + b + c 8 ) + 3c 2 y + 8 cy 2 + y 2 =» 0, 
welche sich wie die Gleichungen 7) in §. 29 behandeln lassen, wenn 
man die dortigen Buchstaben 

d 2 bf Cy A y By Cy By 

durch 

Ax-\-a, 0, —1, &r-M-{-c 8 , 8c*. 3c,’ 1, 

ersetzt. Man findet 

A'^=-(Bx + b-\- c 3 ), lf = — (Ax + a + 3c 2 ), C’=—3c, 

B"= (3 Ac -+- B)x + Sac + b -f c 8 , 

C = Ai + a + 3c* — — tl, 

und die Gleichung 8) in §. 29 wird zur folgenden 
(Ax a) (Ax a 3c 2 ) 2 
— [(8 Ac -j- B) x + 3 ac -f- b + e 5 ]* = 0, 
welche mit No. 3) in §. 24 identisch ist. 

Eine femere Anwendung des auseinandergesetzten Eliminations- 
verfahTens besteht in der Berechnung der complexen Wurzeln einer 
-gegebenen Gleichung 

'J ' * n + fl i 8r ““ I + — 0- 

.Sybstituirt man namlich 

\ X = U -j- IV 

-und fafst sowohl die reellen als die imaginaren Summanden zusam- 
men, so erhalt man statt der vorigen Gleichung die folgende 

tp(u, v) — 0, 

worin cp und ip ganze rationale algebraische Functionen von u und v 
bedeuten. Die letzte Gleichung kann nur bestehen, wenn gleichzeitig 
y>(u, v) = 0 und i y(u, ») = 0 

ist, man hat also zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Elimi- 
nirt man aus beiden einmal v, das andere Mai u, so gelangt man 
zu zwei Gleichungen von den Formen 

O ( u ) = o, W(v) = o, 

wodurch sich w und v einzeln bestimmen. Dieses Yerfahren ist zwar 
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theoretisch tadellos, fiir die numcrische Rechnung aber zu mfihsam, 
weil die Eliminationen in der Regol vide Weitlaufigkeiten verursachen. 

§. 31. Wir schliefsen mit einigen Bemerkungen fiber die nume- 
rische Auflosung zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten, wobei es 
gleicbgfiltig ist, ob jene Gleicbungen algebraiscber oder transcenden- 
ter Form sind. Es versteht sich von selbst, dais man in den Fallen, 
wo eine der beiden Unbekannten obne Mfihe eliminirt werden kanu, 
diese Elimination wirklich vornebmen wird, und daber bedarf nur der 
entgegengesetzte Fall einer Erorterung , die wir der Anscbaulichkeit 
wegen vom geometriscben Gesicbtspunkte aus vomdimen. 

Denkt man sicb x, y, z als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes im Raume und die Ebene xy als horizontal, so wird durch 
die Gleichung 

1 ) y) 

eine gewisse Flache charakterisirt; letztere scbneidet die ajy-Ebene 
in einer Curve, der sogenanntcn Horizoutalspur, ffir welche z — O 
ist/mithin ist 

2) /(*, y) = 0 

die Gleichung jener Horizontalspur. Bezeicbnet in ahnlicher Weise 

3 ) £ = cp(x, y) 

die Gleichung einer zweiten Flache, so ist 

4 ) <p(x, y) — o 

die Gleichung der entsprechenden Horizontalspur. Beide Horizontal- 
spuren kfinnen einander schneiden, und fiir alle solche Durchschnitts- 
punkte gelten die Gleichungcn 2) und 4) zusammen, d. h. alle die 
Werthe von x und y, welche die Gleichungen 
/(■*> y) = o, <pO, y) = o 

zusammen befriedigen, lassen sich als die Coordinaten der Durch- 
schnitte von den Horizontalspuren der beiden Flachen betrachten. 

Giebt man in der Gleichung 2) dem x einen willkfirlich gewahl- 
ten Zahlwerth a t , so enthait die nmimehrige Gleichung f(a lt y) = 0 
nur eine Unbekannte y, und daher kann man die zugehOrigen Werthe 
von y, deren einer i 1 heifsen moge, ermitteln; damit sind soviel 
Punkte der ersten Horizontalspur bestimmt, als b 1 verschiedene 
Werthe hat. Wiederholt man diese Recknung, indem man dem x 
einen zweiten Werth o 2 giebt und die zugehorigen b 2 ermittelt, so 
erhalt man eine zweiteReihe von Punkten; so fortfahrend kann man 
die erste Horizontalspur durch cine beliebig grofse Anzahl einzelner 
Punkte bestimmen und mit beliebiger Genauigkeit graphisch darstel- 
len. Dasselbe gilt von der zweiten Horizontalspur und dann ersieht 

27* 
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wenn mehrere Wurzeln vorkommen. So sind z. B. in der Gleichung 
■y2aT+a -h y&ir+b + yCx + c = 0 
vier verschiedene Anfgaben enthalten, welche hervortreten, sobald 
man die Radicals im absoluten Sinne nimmt und ihnen alle moglichen 
verschiedenen Vorzeichen giebt, namlich 

■f* + d “j — y^jr b — j— y cx ■}- c — o ? 

— yTx + a 4 - y&r+T 4 - ycx 4 -c= 0 , 

4 - yTx+a — y 4-6 4 - ycx 4 -c=o, 

4 ” y^x 4 ~ d 4 * y ^ ^ *** y cx ~ ] — c • ~ ■ o. 

Das Product dieser vier Gleichungen ist rational und zwar 
— (Ax + «)* — (Bx 4- b)* — (Cx 4- c)» 

4- 2(^x4- a) (Bx 4 - £) 4 - 2 (fix + 4) (Cx4-c)4-2 (Cx 4* c) (^x 4- a) 

= 0 

oder bei Anordnung nach Potenzen yon % 

(A* 4 - B* 4- C* — 2 AB — 25C — 2 C^)x* 

4- 2 (^a 4 - 56 4 - Cc — — 5a — Be — Ci — Ca — Ac) x 

4 -a 2 4 -i* 4 -c* — 2ab — 2 be — 2 ca 

= 0 . 

Als Zahlenbeispiel diene die irrationale Gleichung 
± y2x4-7 + y6x4-19 + y23x4-41 = 0 ; 
ihr entspricht die quadratische Gleichung 

l77x*4-130x— 307 = 0 

mit den Wurzeln 

j 307 

* — 4 -l and x = — 

Die beiden existirenden AuflSsungen sind hiernach 

4 - 3 4 - 5 — 8 « o, 

26 39 14 _ 0 

ym ym + ym 

§. 24. Um das so eben benutzte Yerfahren auf den Fall auszu- 

debnen, wo Radicale hoherer Grade yorkommen, muls man sich er- 

« 

innern, dafs ein Ausdruck von der Form ~)fz vieldeutig ist und die 

n Werthe von besitzt, worin q s , ... q n die 

n n 
n Werthe yon yi bedeuten und t der absolute Werth yon Ye ist. 

Um hiernach die Gleichung 

S 

1) Ax -f-~a -f- m ^~Bx -j- b -j- c = 0 * 

rational zu machen, bezeichne man fiir den Augenblick den abso- 
luten Werth von y2aT+a mit u und den absoluten jWerth von 
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* 3 

YBx + i mit v; die drei Werthe von ~\J3x + & sind dann q t v, q s v, 
q s v, wo 

8 _ 

q = y l oder q s — 1 = 0 

ist. In der Aufgabe 1) liegen nun folgende sechs specielle Gleiehungen 

+ u + Qi v + c = 0, 

+ « + ?»» + o = 0> 

g\ + u + $8 V -h c — °> 

' — a y t v + c = 0, 

— « + p 4 » + c = 0, 

U Q S V + C = 0 . 

Das Product der drei ersten Gleiehungen ist 
(♦ + a) 3 (c + a) 8 (j> x + + Qs) v 

+ ( c + «) (,Qi9i + PiOg + ?a? 8 ) »* + QiQsQa » s = 0; 

da Qi, q a , q & die Wurzeln der Gleichung — 1 = 0 darstellen, so 
hat man 


0i+92+0s = °> Pi?s + QiQs + = °> 0i?2?»— h 

mithin einfacher 


(c + a) 3 4- v s =o 

oder 

(c 8 + 8 ca 8 -+-»*) -f-a(8c 8 4-«*) = 0. 

Als Product der letzten drei Gleiehungen in No. 2) findet man auf 
dieselhe Weise 

(c 8 -f- 3 ca 8 -(- v a ) — a (8 c* -(- a*) = 0, 
mithin ist das Product aller sechs Gleiehungen 

(c s + 8ca 8 -|- ti 8 ) 8 — a* (8e 8 -f-a 8 ) 8 =0. 

Hierin kommen nur tt 8 — Ax + a und » 8 = Bx + 6 yor, und daher 
ist die gesuchte rationale Gleichung 

3) [c*® “f- 8 uc -j- b (3 -Ac -J— S) a?J 8 
— (Ax -f- a) (3c 8 + a 4* Ax)* = 0, 

oder 

4) A s x 3 + [3^ s (a — c 8 ) — B (6 Ac -f- 5)] ** 

-f- [8 A (a — c 8 ) 8 — 6 Abe — 2B(8ac + ^ + c 8 )] * 
-(-[(a — e 8 ) 8 — 4 (6 ae -J - 4 + 2 c 8 ) = 0 . 

Zur Aufldsung des Zahlenbeispieles 

y*- + 4 + yar-l-3-f-l = 0 

ist hiemach 

X s -f-2a? 8 — 28* — 60 = 0; 
daraus folgen die Werthe 

ar = -(-5, x = — 8, x = — 4, 
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welchen die Auflosungen entsprechen 

_ 8 _ S _ 

— y9 + y8+i=o, — yi + yo + i=o, 

yo + y=T 4-i==o. 

Diese Beispiele zeigen hinreichend, wie irrationale Gleichungen 
rational zu machen sind. Ein anderes Verfahren, welches die Kennt- 

» _ 

nils der n verschiedenen Werthe von yi nicht erfordert, werden wir 
in §. 30 erfirtern. 


V. Die transcendenten Gleichungen. 

§. 25. Unter dem Collectivnamen der transcendenten Gleichun- 
gen fafst man meistens alle diejenigen Gleichungen zusammen, welche 
weder zu den rationalen noch zu den irrationalen gehoren. Durch 
passende Umformungen oder Substitutionen lassen sich manche tran- 
scendente Gleichungen auf eine algebraische Form zuriickfuhren, und 
man mufs daher reductibele und irreductibele transcendente Glei- 
chungen unterscheiden, falls man es nicht vorzieht, nur die irreduc- 
tibelen Gleichungen als die eigentlich transcendenten anzusehen. Wir 
beschaftigen uns zun&chst mit den hauptsachlichsten Forrnen der re- 
ductibelen Gleichungen. 

Bezeichnen A, B, G, ... Constanten, <p{x), ip(x\ %(%), . . • alge- 
braische Functionen von x, so hat die Gleichung 

jbVW <?zC«D . . . ==a* 

zwar eine transcendente Form, wird aber zu einer algebraischen, wenn 
man die Logarithmen nimmt, n&mlich 

a <p{x) + Ai/j(x) + c %{x) -f- . . . = k, 
wo zur Abkurzung bg A — a, log B — i u. s. w. gesetzt worden ist. 
So ffihrt z. B. die Gleichung 

2* , iV si^ii _ 392 
zu der irrationalen algebraischen Gleichung 

log 2 . x + log 7 . yi x — 11 = log 892; 
macht man dieselhe rational, so erhalt man die quadratische Gleichung 
_ 2 % 2 . log 392 + 5 . ( [log 7)« _ {log 892)* 11 . {log 7)* 

{log 2)* X {log 2)* 

oder 

X s — 56, 6356 ... a: = — 160, 9068 . . ., 

deren Wurzeln 


x = 3 und x — 58, 6856 . . . 
den beiden Aufgaben 
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2 * . 7 V/6aN_u = 392 und 2* . 7— V' 5 *- 11 _ 393 

entsprechen , wenn Y5x — 11 im absoluten Sinne genommen wird. 

Zu den reductibelen Exponentialgleichungen gehort noch die fol- 
gende 

A + bJ x + Ca vx -f- =0, 

denn sie geht durch Substitution von a x = y uber in 

A -\- By^ + + • * • = 0, 

woraus man y und nachber x = a log y findet. 

Gleichungen, in denen nur goniometriscbe Functionen eines un- 
bekannten Winkels vorkommen, lassen sicb dadurcb reduciren, dafs 
man eine dieser Functionen als Unbekannte ansieht und die bbrigen 
Functionen durch jene ausdrttckt. So giebt z. B. die Gleichung 

a cos u -)- b sin it = c, 
wenn cos u = x gesetzt wird, 

ax + b yr- a?* = 0. 

Meistentheils tbut bei solcben Gleichungen die EinfQhrung eines 
Htdfswinkels noch bessere Dienste. In dem vorliegenden Falie z. B. 
lassen sicb a und b auf folgende Weise darstdlen 
a — rcos 8, b*=rsin$, 

so dafs 



ist; die vorige Gleichung geht dann uber in 

r cos 9 cos u -\-r sin 8 sin u — c 

oder 

cos (it — 8 )=^ = 

Hieraus erhslt man die Werthe von « — e, mithin auch die von «, 

wenn man die Werthe von « — 8 um 8 = arctan ^ vergrSfsert. 

§. 26. Zur Auflosung von irreductibelen Gleichungen bedient 
man sich gewbhnlich des in §. 20 auseinandergesetzten Yerfahrens, 
dessen Princip bei jeder Gleichung f(x) = 0 anwendbar bleibt, wo- 
fern fix) von x = x x bis x — x 2 continuirlich verlauft , und die 
Werthe y, = f(xf) und y t — fix g ) entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen. Wenn die N aherungswerthe x 1 und x t diese zwei Bedin- 
gungen erfttllen, so ist dann 



in der Regel ein genauerer Werth von x. 
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AIs erstes Beispiel mSge die Gleicbung 

logx=>~ Oder y — log x — ^ — 0 

dienen. Mit Hfilfe der logarithmischen Tafeln findet man zun&chst 
ohne Bechnung, dais x zwischen 1,3 und 1,4 liegt, und zwar ist 
far * = 1,3, y = — 0,016, 

- * = 1,4, y = -j- 0,006, 

mithin genaner 

0,1 


1,8 + 


. 0,016 — 1,87. 


0,022 

Femer entsprechen einander die Werthe 

x =1,87 und y = — 0,00028, 

af=1^88 - y = -j— 0, 00188, 

daher ist der n&chste Naherungswerth 


*=1,87 + 


0,01 .0,00028 


= 1,3718. 


0,00216 

Dureh mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhalt man 
* = 1, 18712884 . . ., log x = 0, 13712884 . . . 

Als zweites Beispiel nehmen wir die Gleichung 
x — cosx oder y — x — cos x = 0, 
worin x einen Bogen des ersten Quadranten bedeuten m5ge. Dureh 
Vergleichung der Tafel far die Langen der einzelnen KreisbSgen und 
der nathrlichen goniometrischen Tafeln findet man sofort, dafs x un- 
gefahr der Bogen von 42° ist; man hat natnlich 

far * = are 42®, y = 0, 783 — 0, 743 = — 0, 010, 

- * = arc 48®, y = 0, 750 — 0, 731 =+ 0, 019, 
mithin genauer 

0,017 


x = arc 42° 


0, 029 


. 0, 01 = arc 42° + 0, 0058 . . 


oder 

Femer ist 


x — arc 42° 20'. 

fBr x = arc 42 0 20', y = — 0, 00038, 
- x — arc 42° 21', y= + 0,00010, 


und hieraus ergiebt sich als folgender N&herungswerth 

„ , 0,00029 

xssarc 42° 20 -f- . 0,00088 

1 0, 00049 ’ 

= arc 42° 20' + 0, 00028 = arc 42° 20' 47". 
Combinirt man ihn mit der Annahme x =42° 20' 48", so findet man, 
dafs derselbe noch um 0",23 zu vergrSfsem ist 
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VI Gleichung-en mit mehreren Unbekannten. 

§. 27. Wir beschaftigen uns zun&chst mit dem allgemeinen Pro- 
bleme, n Gleichungen ersten Grades zwisclien n Unbekannten aufzu- 
losen; die Losung desselben berubt auf einigen Hiilfss&tzen, die wir 
vorausschicken miissen. 

Es seien n von einander verscbiedene GrSfsen 
a, b, c, h 

gegeben und aus ihnen die Differenzen zwischen jeder GrSfse imd 
alien ihren Vorgangem gebildet, namlich 

b — a, 

c — a, e — b, 

d Qy d by d "™" Cy 


h dy k by h — Cy . . * . . h g y 

das Product derselben 

P n = (b — a) (c — a) (e — b) . . . . (A — a) (h — &)...(& — g) 
besitzt dann die Eigenschaft, dafs es jedesmal gleich Null wird, so- 
bald man fiir eine der GrSfsen eine der tlbrigen setzt. So wird z. B. 
P B = 0, wenn man statt a iiberall b scbreibt Oder wenn c durch g 
ersetzt wird. Der Grand dieses Yerschwindens liegt einfach darin, 
dafs P alle moglichen Differenzen zwischen a, b, . . . h als Factoren 
enthalt und dafs folglich bei jeder von den erwahnten Substitutionen 
ein Factor = 0 wird. Denkt man sicb das Product entwickelt, z. B. 
bei drei GrSfsen 

P s = (b-a)(c-a)(c-b) 

= bc s — b^c -|- e « 2 — c i a + ab* — a*b, 
so bleibt die genannte Eigenschaft des P ungestSrt, und das Ver- 
schwinden des Productes geschieht dann auf die Weise, dafs sich zu 
jedem Summanden ein anderer findet, welcher ihm gleich und ent- 
gegengesetzt ist, wie man an dem obigen Beispiele prttfen kann. Aus 
dem entwickelten Producte bilden wir einen neuen Ausdrack, indem 
wir jeden Potenzexponenten in einen gleichgrofsen Index verwandeln, 
wodurch z. B. o 8 6*c T in a 8 & 2 c T oder 5 8 c 6 = a°b*c 6 in a 0 l t e t 
iibergeht; diesen neuen Ausdrack nennen wir Q n . Hiemach ist z. B. 

^ j ™ ^ q b j^C ^ l— ”” b o C 2 b j C g CL ^ | C q CL J b g ~~~~~ C gd^b ^ 

und zwar bildet Q s eine gewisse Function der neun Buchstaben a 0 , 
■a t , a t , b 0 , b lt b s , c 0 , e x , c 2 . In gleicher Weise ist Q n eine g e- 
wisse Function der n* GrSfsen 

SchlBmilch algebr. Analysis. 6. Aufi, 


26 
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a oi ^o> c o » •••S’o' b o> 

a n b n c i> 

a i> b a> c s > -"8tt 


^n— i) ^»— 1> — u • • • S*«— i j — 1> 

und heifst die Determinante derselben. Man bezeichnet sie ent- 
weder kurz mittelst eines Summenzeichens, indem man 
Qn =a -S(± a 0 4 l c * * * * 5n— s^n— i) 
schreibt, Oder ausfQhrlicher durcb 



a o> h> 

• ■ ■ • Aq 

SP 

II 

a X> ^1 9 

[” A1 


1 * 1 9 

• ^n— i 


Die Determinante Q n besteht aus n[n — 1) theils positiven theils 
negativen Gliedem, deren jedes von der Form a p l q ... A, ist; die 
Indices p, q, ... s werden durch alle moglichen Vertauschungen der 
Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 1) gebildet, tmd dabei erhalt der betref- 
fende Summand das positive oder negative Vorzeichen, jenachdem 
die Anzahl der Vertauschungen gerade oder ungerade ist. Dieser 
Bemerkung folgend, kann man jede Determinante auch direct ent- 
wickeln, z. B. 


2 (± a t, b i e t d a) = = s 


®o > 

*o, 

c o> 

d o 

«i. 

h> 

c l> 

d x 

a »> 

K, 

c s> 

d s 

*s> 

b t , 

c »> 

d s 


==s — CL Q b 1 C t^d 3 “h*^o^2 C 3^1 

J - ® ~ ~ — "I™ - * ^1 

ff 1^8 C 0^2 “I™ a i&& c %do 

_ ® 3^0^1^2 ~ 'I r J 

^3 ^3^2^ 1^0* 

FQr das Folgende ist besonders der Satz wichtig, dais die 
Determinante jedesmal verscbwindet, wenn statt eines der Buchsta- 
ben a, b, c, ... h einer der Qbrigen gesetzt wird. Bei dem ent~ 
wickelten Producte P„ fand diese Eigenschaft statt, weil riann jeder 
Summand durch einen gleichen und entgegengesetzten aufgehoben 
vrarde; die Verwandlung der Exponenten in Indices stort diese Gleich- 
heit und die Vorzeichen nicht, mithin gilt ftir Q n dasselbe wie fiir 
P«. Dieser Satz lafst sich auch in Gleichungen darstellen, wenn man 
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die Determinants entweder nach den a oder nach den l u. s. w. an- 
ordnet. Bezeichnen wir z. B. mit A 0 a„ die Snmme aller Glieder, 
welche den gemeinschaftlichen Factor a 0 besitzen, mit A 1 a 1 die 
Summe aJler den Factor a x enthaltenden Glieder u. s. f., so stellt 
sich Q„ nnter die Form 

Qn — A 0 a 0 + A 1 a 1 -f- + . . .+ A n _ t a n _ t , 

und zufolge der vorigen Bemerkung gelten znsammen die Gleichungen 
0 = A 0 b 0 + .. • + 

0 = A 0 e Q 

0 = A^k^ -j* A x h x "|- A s . . • — f— 

Mit Htflfe dieser Relationen gelangt man zu einer directen Auf- 
losung des folgenden Systemes von n linearen Gleichungen zwischen 
den n Unbekannten as, y, e, . . . no: 

«0 * +£ 0 y + C Q * + *"+V* =*0> 

a x x + b x y + c i* + — -M 1 W = *i, 

*s* + *& + c i* + = A a , 

«»-!* + *»— J y + c »-i sf + +^n-i w== ^«— r 

Man multiplidre namlich die erste Gleichung mit A 0 , die zweite mit 
A x , die dritte mit A s u. s. w. ; die Summe aller Producte ist dann 
(A 0 a 0 + A x a t ■+■ A i a i + ... + * 

+ (-^0*0 +-^1*1 +-^s*2 + ••• ■+* 

+ (-^o c o H ~^i c i + -. + ^ a _,c n _i)* 


+ (A 0 A 0 -\-A x h x + A i A i -f- ... + A n _ x h n _ x )w 
= -^o^o +-<^1*1 + 

Der Coefficient von a? ist die Determinants Q n ; die Coefficienten von 
y, e, . . .w sind zufolge der obigen Relationen s&mmtlich = 0, mit- 
hin enthalt die Gleichung nur die eine Unbekannte x. Auf der rech- 
ten Seite steht gleichfalls eine Determinante, welche sich von der 
Detenninante Q n dadurch unterscheidet, dafs Jo an der Stelle von a 
steht, mithin ist 

x __ (dl ^0^i c 2 • • • l) 

^(+ a 0^1 c * ■ * * i) 

Zur Bestimmung von y dient ein ganz analoges Verfahren. Man 
ordnet namlich Q„ nach J 0 , b lx ... 6 n _, , 

Qn = B 0 b 0 -f- B 1 b 1 + B i b i + . . • + i 

und bemerkt, dafs dieser Ausdruck verschwindet, wenn b durch einen 
der Buchstaben a, c, d, ... % ersetzt wird; man multiplicirt damn 

26 * 
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die aufzulosenden Gleichungen mit B 0 , B lt . . . B n _ 1 und addirt, 
wobei die Coeffieienten von x, g, ... w zu. Null werden; man erbfilt 

V == a 0^'l <; 8 • * • l) 

V Z(±a 0 b lCi . ..A^)" 

Auf gleiche Weise findet man 

__ ^(ifc g o^i^a • * * i) 

2 (± *oVs • • • ^»— l) 

u. s. w. bis zuletzt 


10 — g 0 ^i c g • * * Sn — a^n— 1) 

•^Ct a a b l c t • * "&n— 2^11— i) 

Diese sehr elegante, im Princip scion von Leibnitz angegebene Auf- 
Ibsung ist nichts Anderes als eine VeraUgemeinerung des bekannten 
Subtractionsverfahrens; so sind z.B.A 0 , A 1} — A n _, die Factoren, 
womit die einzelnen Gleichungen multiplicirt werden mflssen, damit 
nach der Addition alle Unbekannten aufser x wegfallen. Zugleicb 
ersieht man, dafs die Werthe von x, y, . . . w einen gemeinschaft- 
lichen Nenner besitzen, wie bei Gleichungen mit zwei oder drei Un- 

bekannten schon aus der Algebra bekannt ist 

§. 28. Der spedelle Fall 

k 0 = k 1 = k 3 ....== k n _ 1 — 0 

verdient etwas naher betracbtet zu werden. Nach geschehener Ad- 
dition ist namlich gemafs der vorigen Methode 

Q n x = 0 , Qriy — 0 , .... Q n w = 0, 

und daraus folgt entweder 

aj=aO, y = 0, . . .-. zti = O' 


oder 


<?»== 0. 

Diefs giebt folgenden Satz: wenn den »Iinearen Gleichungen 

«<>* + b <>y +c 0 s +-*-^o w =°> 

+i x y = 0, 


noch andere Werthe als * = y »$...= w = 0 genugen 
sollen, so mufs die Determinante 



&0> 

. . • Aq 

a i> 

h, 

• • • h ^ 

««-!> 

i > 

• • • k 


von selber verschwinden. 
Den drei Gleichungen z. B. 
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o o*+*oy + c o* = 0 » 
a x x + b x y + c x s = 0, 

a **4“ V + c s * = ° 

genfigen aufser x = y = e — 0 nur dann noch andere Werthe, wenn 

a o (Vs — VO + a i (Vo — Vs) + a * (Vi — Vo) = 0 
1 st. Das namliche Resultat findet man auch anf dem gewbhnlichen 
Wege; setzt man namlich 



so hat man zwischen den zwei Unbekannten f and 17 die drei Glei- 
chungen 

a o£ 4* V + c o = ®» 

a t | + 6 x i] + = 0 , 

V + ^2*7 4-< ? * = o. 

Die beiden ersten liefem die Werthe von £ und 17 , nach deren Sub- 
stitution die letzte Gleichung in die obige Bedingung fibergeht 

Eine andere Form des vorigen Theoremes entsteht durch die Sub- 
stitutionen 


wobei vorausgesetzt ist, dais x, y, 0, — w nicht den Werth Null 
haben. Betrachtet man. namlich £• , rj, £, . . . v als n — 1 neue Un- 
bekannte, so hat. man den Satz: die n — 1 Unbekannten £, rj, 
f , . . . v kbnnen den n linearen Gleichungen 
V 4- V 4-**-4-g - o' u 4" A o — 
a i% -h&iV 4~ ••• -\~S\ V 4-^i =0> 


a — ^ 4- V,*? 4- • 4- g-»- ;■» 4- K - . — 0 
nur unter der Bedingun g gentigen, dafs die Determinante 



• • • & 0 » 

K 

a l> V 

• • • &1 9 

h 

a n—i > 1 » 

• • • it 

1 

M 


von selber verschwindet. 

§. 29. Wie in §. 27 , so kommt es auch bei mehreren nicht- 
linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten darauf an, aus den 
gegebenen Gleichungen eine neue Gleichung herzuleiten, welche nur 
eine Unbekannte enthalt, also die iibrigen Unbekannten zu eliminiren. 
Bevor wir an die allgemeine Losung dieses Froblemes gehen, besch&f- 
tigen wir uns erst mit einem einfachen Falle desselben. 

Denkt man sich zwei Gleichungen von den Formen 
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1) « 0 + B x a + « s k* + . . . «„«* = 0, 

2) /J # -j- + P a u 2 + • • . /?„«" = 0 

gegeben, beide nach u aufgelost und die erhaltenen Werthe einander 
gleichgesetzt, so bleibt nur eine Gleichung zwischen den Coefficienten 
« 0 ) «n • • - ct m , Poi Pn • • * fin Qbrig, nnd diese ist das Resultat der 
Elimination von u aus jenen Gleichungen. Sie spricht zngleicb die 
Bedingung ans, unter welcher die nrsprttnglichen zwei Gleichungen 
wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzel haben, denn nur in diesem 
FaJle ist einer der m Werthe von u aus No. 1) gleich einem der n 
Werthe von « aus No. 2). Das oben erwahnte Eliminationsverfahren 
bietet keine Schwierigkeit, wenn m und » die Zahl 2 nicht flber- 
steigen, bei grSfseren m und n dagegen wtlrde es bald an der Un- 
moglichkeit der Auflosung von Buchstabengleichungen hoherer Grade 
scheitem. Wir gehen defshalb einen anderen Weg. 

Solange man die Werthe von u nicht hat, solange sind die Potenzen 

a 1 , a* , a 8 , .... u m * n 

gleichfalls unbekannte Grofsen und mSgen kurz mit 

u l> u i> u 3 ’ • • • • u m+n 

bezeichnet werden. Die Gleichung 1) multipliciren wir nun der Reihe 
nach mit u, «*, w 8 , . . . w" und stellen alle neuen Gleichungen unter 
einander, indem wir die eingeftthrte Bezeichnung anwenden; die Glei- 
chung 2) behandeln wir &hnlich durch Multiplication mit u, «*, « 8 , 
hierdurch entstehen folgende m + n Gleichungen 

«0«1 +“i a 2 + “2«S +•” + «»««« =0, 

«0«2 + «l“s + + “m“«+s = 0, 

“««8 +•:••• + “*“«+» . =°» 

«o“» + + «»«»+« — 0; 

Po tt l 4" Pl u S + Pa u a + •••• + Pn u n+i — 0, 

Po u S 4* P l a 8 4" + A» a „+2 — 0. 

Po u s 4" 4“ &»««+, = 0, 

Po u » 4" + Pn^n+n ~ ®* 

Hierin sind die m + n Unbekannten « lt «„ . . . « min enthalten, und 
die Gleichungen sind in Beziehung auf dieselben vom ersten Grade, 
w&hrend rechter Hand lauter Nullen stehen. Nach dem ersten Satze 
des vorigen Paragraphen k6nnen diese Gleichungen nur dann zusam- 
menexistiren, wenn entweder u y = u 2 . . . = = 0 ist, oder 

wenn die Determinante des Systemes verschwindet; der erste Fall 
findet im Allgemeinen nicht statt, mithin mufs . die zweite Bedingung 
erfullt sein, n&mlich 
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n? 0, 0, ••• 

• i Oj • • • i 
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a 0 1 


a 2 , .. 

o, 

a Q> 

tt v • • 

o, 

0, 


Po> 

p\> 

&v • • 

o, 

;-'0> 

Pl> • • 

0, 

0, 

Po> • • 




o, 


0, 
U o, 

• Pnj 


> 0 . 


3) 


4) 


Da in dieser Gleichung kein u yorkommt, so ist sie das Resultat der 
yeriangten Elimination. 

11s erstes Beispiel m6gen die beiden Gleichungen 

j«o +“i« + «s“* = 0, 

[0o + Pi tt + lV a — 0 

dienen. Die vier einzelnen Gleichungen sind hier 

«o«i +«i«* 4 -“s" 8 =°. 

“o“s + “i“s + a a u i = °» 

Po U l + Pl U a + Pa U 3 — °> 

Po u a + Pi u a + Pa u t — °> 
mithin ist die Schlufsgleichiing 

«0» c l> a 2> ® 

0, « 0 » «i> «» 

Po> Pi> Pa> ® 

®> Po> Pi> Pa i 

oder entwickelt nach der Formel fur -2(+ 

6) ( a o Pi a iPo ) ( a iPi a aPi ) ( a o Ps ~~ a aPo) a zl= ®* 

Da vide Glieder der Determinante 5) wegf alien, so thut man besser, 
die Gleichungen 4) erst zu yereinfachen, indem man aus ihnen « 4 
diminirt; es bleiben dann folgende drei Gleichungen 


5) 


= 0 


«o»i 

P o«i 


+ “i«2+«2«8 

+ Pi u t+Pa u s 


= 0, 

= 0 , 

if 

(«o Pa —«aPo) u a + (“i Pa ~~ tt aPi) u a = °> 
deren Determinante 

a 


«o> "i > 

Pa> Pi > Pa> ~® 

®» u o Pa tt aPo} a iPa ~~ tt aPi 

bequemer entwickelbar ist und mit No. 6) iibereinstimmt 

Als zweites Beispid diene die Elimination yon « aus den beiden 
Gldchungen 

(a + hu -J- c«* = 0, 

| ^ -4" Su “(^ Cu^ ■}" Dv? » 0. 

Man hat hier folgende ftinf Gleichungen 


7) 
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au t -{-bu t +cu t = 0, 

, q.u 9 + bu s eu t = o» 

au 9 + i« 4 t !-«<6 =°5 
a u ^ 4™ 4“ ^^3 4- Du b o, 

4~ ^ a s 4* 4~ 

welche sieh durch Wegschaffung von u b und » 4 auf drei reduciren, 
namlich, 

aWj 4~ bn t 4- 4- cu s ~ ®> 

Acu 1 4~ (Be — Da) u t 4- (Cc — Db)u a = 0, 

(Ac* — Cue 4- Dab) u 9 4* ( Be* — Che — Dae 4 - Db*)u s = 0 ; 
setzt man zur Abkfirzung 

J=Ae, B' = Be — Da, C' = Cc — Db, 

S' = Ac* — Cac 4 - Dab, C" = Be* — Cbc — Dae + Db* , 
so ist die Determinants der letzten drei Gleichungen 

a, b, c 

A', S, C =0 

0 , s\ er 

oder entwickelt 

8 ) a(SC" — S'C') — J (bC" — cB") = 0 . 

In dem speciellen Falle, wo die Gleichungen 7) die einfachere 
Form haben 

A 4 - Bu 4 - Cu* 4~ Bu* = 0 , 

B 4 - 2Cu 4 - 8 Da* = 0, 

geht die' resnltirende Gleicbung 8) in die folgende fiber 

54 ABCD — 12 AC* — 81 A*D * 4 - 3 B*C* — 12 B*D = 0. 

§. 30. Wenn aus zwei gegebenen rationalen algebraiscben Glei- 
cbungen 

<p(*> y) — 0, f(x, y) = o 

die Unbekannte y eliminirt werden soil, so ordnet man beide Glei- 
chungen nach Potenzen von y raid erhfilt dadurch die Formen 
p o + p {y + p i y i 4- • • • 4- p n y m = o, 

Qo + Qiy +Q»y a 4- • • • 4- Q«y n = o, 
worin P 0 , P x , ... P m , sowie Q 0 , Q u ... Q„ Functionen von x sind; 
die Anwendung der vorhin auseinandergesetzten Methode ffihrt dann 
zn einer Gleichung, welche kein y sondem nur noch x enthalt. 

Um z. B. y aus den Gleichungen 
j\ | . ax+ by +c=0, 

' I Ax* + By* -\-%Cxy-{-D = 0, 

zu eliminiren , ordnet man erst wie folgt 
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(ffx + c) + by =0, 

( Ax 2 D) - |- 2 Cary -|- By * = 0 ; 

diefs giebt nach der vorigen Methode 


ax -j- c, b ,0 
0 , ax c, b 

Ax i ' r -\- D, 2 Car , B 


= 0 


Oder entwickelt 

2) ( Ab 2 + Ba» — 2 Cab) X s + 2 (Ba — Cb)ex + Be 2 + Db* = 0. 

Bei mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten eliminirt 

man mittelst desselben Verfahrens eine Dnbekannte nach der anderen. 
Als Beispiel mag die Aufgabe dienen, aus den beiden Gleichungen 

3) x t -[- 2y* = 48, X s — ary =10 

eine neue Gleichung herzuleiten, welche nur die Unbekannte 2 y — x 
enthalt. Setzt man hier 


4) 2 y — ar = », 

so hat man drei Gleichungen mit den drei Unbekannten x, y, e, 
von denen die beiden ersten zu eliminiren sind. Durch Wegschaf- 
fung von x reduciren sich die Yorhandenen drei Gleichungen auf fol- 
gende zwei 

5) (s 2 — 48) — 4sy + 6y* = 0, 

6) (** — 10) _ 8zy + 2y* = 0; 
nach den Formeln 3) und 6) in §. 29 wird hieraus 

(s® 4- 89s) 10* — (4s 2 + 26)* = 0 

oder 

3s 4 — 341 * 2 4-838 = 0. 


Die Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung sind 

, , 26 26 
*’ + V5' 


= 4’ 


ihnen entsprechen als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen 5) 
und 6) 


y = 4- 3, —3, 



woraus nach No. 4) die Werthe folgen 


11 

V6’ 


x 


6 , — 6 , 



4- 


4 

Vi" 


Dasselbe Verfahren kann auch zum Rationalmachen irrationaler 
Gleichungen benutzt werden, me wir an dem, in §.23 gegebenen 
Beispiele 

~\/Ax 4-a 4- ~]/Bx 4 - b 4- e = 0 
zeigen wollen. Substituirt man n&mlich 
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410 Die hoheren Gleichungen. 

-\/Ax -\-a — y, mithin Jx-\-a — y *, 

3 

y 5x 4 = s, - fix + 4 = 5 s , 

so lafst sich die genannte irrationale Gleichung durch die drei ratio- 
nalen Gleichungen 

y + 3 ■+■ c — o> 

-f- a — y* — 0, fix -|- 4 — s 3 = 0 

ersetzen, und aus den letzteren sind y und g zu eliminiren. Durch 
Wegschaffung von z entstehen die beiden Gleichungen 

{Ax + a) — y s — 0, 

(fix + 4 + c *) + 8c 8 # H~ 3c# 8 + y 8 — o, 
welcbe sich wie die Gleichungen 7) in §. 29 behandeln lassen, wenn 
man die dortigen Buchstaben 

a j 4, Cj 4 fi, Cj fi, 

durch 

^x + ®> 0, — 1, fix-)-4-{-c s > 8c*, Sc, ■ 1, 

ersetzt. Man findet 

= — (fix-|-4 + e 8 ), fi' = — (^x + fl + 8c*), C =—Sc, 

* ( SAc -}- fi) x 4“ 8 ac 4- 4 4" 

C' = Ai + a 4-3c*==— S', 

.und die Gleichung 8) in §. 29 wird zur folgenden 
(Ax 4* a) {Ax 4- a 4* 8c*)* 

— [(8 Ac 4- fi) x 4- 3 cc 4- 4 4- e 3 ]* = 0, 
welche mit No. 3) in §. 24 identisch ist. 

Eine fernere Anwendung des auseinandergesetzten Eliminations- 
verfahrens besteht in der Berechnung der complexen Wurzeln einer 
gegebenen Gleichung 

_ ' X n 4■ a l■ 3r,, 1 4" a 2 x,l ~ 2 H - • • • “H a n i a ‘H - ®n === 8* 

.Sflbstituirt man namlich 

^ •’ X=U -j- IV 

-und fafst sowohl die reellen als die imagin&ren Summanden zusam- 
men, so erhalt man statt der vorigen Gleichung die folgende 

tp(u, »)4 -»>(«, i>) = 0, 

worin q> und ip ganze rationale algebraische Functionen von u und v 
bedeuten. Die letzte Gleichung kann nur bestehen, wenn gleichzeitig 
y(u, v) = 0 und i>(u, v) — o 

ist, man hat also zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Elimi- 
nirt man aus beiden einmal v, das andere Mai u, so gelangt man 
zu zwei Gleichungen von den Formen 

0(u) = o, W(v) = o, 

wodurch sich « und v einzeln bestimmen. Dieses Verfahren ist zwar 
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theoretisch tadellos, fiir die numcrische Rechnung aber zu mtihsam, 
weil die Eliminationen in der Regel vide Weitlaufigkeiten verursachen. 

§. 31. Wir schliefsen mit einigen Bemerkungen iiber die nume- 
rische Auflosung zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten, wobei es 
gleicbgiiltig ist, ob jene Gleicbungen algebraischer oder transcenden- 
ter Form sind. Es versteht sich von selbst, dafs man in den Fallen, 
wo eine der beiden Unbekannten ohne Mtihe eliminirt werden kanu, 
diese Elimination wirklich vornebxnen wird, und daher bedarf nur der 
entgegengesetzte Fall einer Erorterung , die wir der Anscbaulichkeit 
wegen vom geometrischen Gesichtspunkte aus vomehmen. 

Denkt man sicb x, y, z als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes im Raume und die Ebene xy als horizontal, so wird durch 
die Gleichung 

1) *=/(*> y) 

eine gewisse Flache charakterisirt; letztere schneidet die ajy-Ebene 
in einer Curve, der sogenanntcn Horizoutalspur , fiir welche z — O 
ist,*mithin ist 

2) /(*, y) = 0 

die Gleichung jener Horizontalspur. Bezeichnet in ahnlicher Weise 

3) t = q>(x, y) 
die Gleichung einer zweiten Flache, so ist 

4) <p(x, y) — o 

die Gleichung der entsprechenden Horizontalspur. Beide Horizontal- 
spuren konnen einander schneiden, und fiir alle solche Durchschnitts- 
punkte gelten die Gleicbungen 2) und 4) zusammen, d. h. alle die 
Werthe von x und y, welche die Gleichungen 
/(■*> y) = o, <pO, y) = o 

zusammen befriedigen, lassen sich als die Coordinaten der Durch- 
schnitte von den Horizontalspuren der beiden Flachen betrachten. 

Giebt man in der Gleichung 2) dern x einen willktirlich gewahl- 
ten Zahlwerth a x , so enthait die nunmehrige Gleichung f(a 1 , y) = 0 
nur eine Unbekannte y, und daher kann man die zugehSrigen Werthe 
von y, deren einer heifsen moge, ermitteln; damit sind soviel 
Punkte der ersten Horizontalspur bestimmt, als verschiedene 
Werthe hat. Wiederholt man diese Rechnung, indem man dem x 
einen zweiten Werth a a giebt und die zugehorigen l a ermittelt, so 
erhalt man eine zweite Reihe von Punkten; so fortfahrend kann man 
die erste Horizontalspur durch cine beliebig grofse Anzahl einzelner 
Punkte bestimmen und mit beliebiger Genauigkeit graphisch darstel- 
len. Dasselbe gilt von der zweiten Horizontalspur und da mn ersieht 
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